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列 夫 . 达 维 多 维 奇 . 朗 道 ( 1908 一 1968 ) 








理论 物理 学 家 、 苏 联 科 学 院 院 士 、 
诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 者 。1908 年 1 月 22 日 生 于 今 阿塞拜疆 共和 国 的 首都 巴 库 ， 





父母 是 工程 是 和 医生 。 朗 道 19 岁 从 列宁 格 勒 大 学 物理 系 毕业 后 在 列宁 格 勒 物理 技 
































术 研 究 所 开始 学 术 生 涯 。1929 一 1931 年 赴 德国 、 瑞 士 、 荷 
麦 等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 








兰 、 英 国 、 比 利 时 、 丹 








在 哈 尔 科 夫 担任 乌克兰 物理 技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏 








联 科 学 院 物 理 问 题 研究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非 
夫 大 学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教 授 理 论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 

朗 道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 朗 道 引 入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 矩阵 ; 1930 年 创立 电子 抗 磁 性 
























































的 量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 朗 道 抗 磁 改 




















Fe 


常 重视 教学 工作 ， 曾 先后 在 哈 尔 科 




















EF， 电子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 ) ; 


1935 年 创立 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 
相 变 的 一 般 理 论 和 超导体 的 中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 朗 道中 














间 态 结构 模型 ) , 1937 年 创立 原子 核 的 概率 更 









































E 论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 氨 的 超 


流 理论 ( 被 称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 





( 相关 现象 被 称 为 朗 道 阻尼 ) ; 1950 年 与 金 效 


堡 















































唯 象 理论 ) ; 1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ; 1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液 

















起 创立 超 导 理 论 ( 金 效 堡 - 朗 道 





























体 的 量子 理论 ( 被 称 为 朗 道 费 米 液体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 
朗 道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院 士 ， 曾 3 次 获得 苏联 国家 奖 ; 1954 年 获 


















































得 社会 主义 劳动 英雄 称号 ; 1961 年 获得 马克 斯 。 普 朗 克 奖章 和 弗 里 茨 ， 伦敦 奖 ; 


1962 年 他 与 栗 弗 席 效 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同 年 ， 他 因为 对 凝 
聚 态 物质 特别 是 液 氨 的 开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝 尔 物理 学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 






































科学 院 院士 、 荷 兰 皇 家 科学 院 院士 、 英 国 皇家 学 会 会 员 、 

















美国 国家 科学 院 院 士 、 





美国 国家 艺术 与 科学 院 院士 、 英 国 和 法 国 物理 学 会 的 荣誉 会 员 。 











“ 朗 道 十 诚 ”石板 * 
























































1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 岁 寿辰 ， 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 
要 的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石板 ， 这 10 项 成 果 是 : 

1. 量子 力学 中 的 密度 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 
. 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 
. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 自 
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4. 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ( 1935 年 ) 
5. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 

6. 原子 核 的 概率 理论 ( 1937 年 ) 

7 

8 
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. 氨 卫 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 生 
. 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年 ) 

. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 

0. 弱 相 互 作 
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有 的 CP 不 变性 ( 1957 稀 














* Beccapa6 M 中. JiaHaay: Crpannllbl Nn3HU. MockBa: MockoBcCKUi pa6oyn, 1988. 
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第 四 版 序言 








本 书 的 基本 内 容 (第 一 、 二 、 三 章 以 及 第 五 章 ) 与 最 早 的 两 版 (1944 与 1953 
年 版 , 那 时 由 于 偶然 的 原因 ,将 弹性 理论 与 流体 力学 合并 为 《连续 介质 力学 》) 相 
比 ,变动 很 小 。 这 是 很 自然 的 ,因为 弹性 理论 的 基本 方程 和 主要 结论 早已 “ 定 
型 "了 。 

在 第 三 版 (1965 年 ) 中 ,补充 了 关于 晶体 的 位 错 一 章 ( 与 A.M. 科 谢 维 奇 合 
作 编 写 ) ,现在 这 一 章 略 有 改动 。 

在 这 一 版 中 ,新 补 认 了 关于 液晶 力学 的 一 章 ; 它 是 与 玫 . IT. 皮 堪 耶 夫 斯 基 合 
作 编 写 的 。 这 是 连续 介质 力学 中 同时 具有 流体 介质 和 弹性 介质 力学 特点 的 新 
领域 。 因 此 ,在 本 教程 中 ,把 它 安 排 在 叙述 流体 力学 和 固体 的 弹性 理论 之 后 是 
合适 的 。 

一 如 既往 ,我 从 与 许多 朋友 和 同事 讨论 本 书 衣 到 的 问题 中 获 益 良 多 。 我 要 
对 T.E. 沃 洛 维 克 ,B. I. 金 闪 堡 ,B. I. 因 滞 鲍 姆 ,E. H. 卡 茨 ,IO.A. 科 谢 维 奇 ， 
B. B. 列 别 捷 夫 ,B.II. 米 温 耶 夫 表 示 感 谢 , 本 书 准 备 过 程 中 采纳 了 人 凶 们 许多 有 盖 
的 意见 。 





























苏联 科学 院 物 理 问题 研究 所 
1985 年 1 月 


了 中 


摘自 《连续 介质 力学 》 的 序 





os 距 然 本 书 是 由 物理 学 家 写 的 ,并 且 主要 是 写 给 物理 学 家 的 ,我 们 感 兴 
趣 的 当然 是 那些 在 通常 的 弹性 理论 教科 书 中 不 论 及 的 问题 ,这 些 问题 包括 热 传 
导 、 国 体 的 攻 性 以 及 一 系列 关于 弹性 振动 和 弹性 波 的 理论 问题 。 同 时 ,我 们 仅 


仅 十 分 简要 地 涉及 某 些 专门 问题 (例如 弹性 理论 的 复杂 数学 方法 、 薄 壳 理 论 
等 ) ,因为 无 论 从 何 种 程度 上 讲 ,作者 们 都 算 不 上 是 这 些 问 题 的 专家 。 








几 . 朗 道 ，E, 枝 弗 席 效 
1953 年 
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全 书 采 用 通常 的 矢量 和 张 量 的 指标 求 和 法 则 :在 给 定 的 表达 式 中 ,所 有 重 
复 两 次 的 指标 (“ 伯 标 ” ) 表示 将 该 量 按 指标 1,2,3 求 和 . 

在 第 六 章 中 ,对 坐标 的 微分 算 子 采用 符号 8, ,9;= 60/9%. 

在 引用 《理论 物理 学 教程 》 其 它 各 卷 的 章节 和 公式 时 ,给 出 的 卷 号 对 应 的 书 
名 是 : 

第 二 卷 :《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 五 卷 :《 统 计 物 埋 学 1 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 六 卷 :《 流 体力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 八 卷 《连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 
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第 一 章 


弹性 理论 的 基本 方程 





$1 应 变 张 量 


弹性 理论 是 把 固体 作为 连续 介质 处 理 的 固体 力学 的 一 个 分 支 . 史 

在 作用 力 的 影响 下 ,固体 会 发 牛 不 同 程 度 的 形变 , 即 其 体积 和 形状 改变 . 我 
们 将 以 如 下 的 方式 来 从 数学 上 描述 物体 的 形变 . 物体 中 任意 一 点 的 位 置 由 该 点 
在 某 一 坐标 系 中 的 径 矢 r( 其 分 量 为 x =x,x, =y,xs =2) 来 确定 . 当 物 体形 变 时 ， 
一 般 来 说 , 它 的 所 有 的 点 都 发 生 了 位 移 . 现在 我 们 来 考查 其 中 的 任 一 给 定点 ,如 
果 在 形变 前 它 的 径 矢 为 7, 形变 后 它 变 为 男 一 径 矢 r'( 分 量 为 x!). 在 形变 时 , 物 
体 上 点 的 位 移 可 以 用 矢量 xr' ~r 表示 ,我 们 把 它 记 为 w, 即 : 

U; = % 一 和 (1.1) 

矢量 u 称 为 形变 矢量 (或 位 移 矢 量 ). 不 言 而 喻 ,点 在 位 移 后 的 坐标 x! 是 该 点 在 
位 移 前 坐标 %; 的 函数 . 因此 ,位移 矢量 u, 也 是 坐标 的 函数 . 作为 x, 的 函数 给 
定 矢 量 x 后 ,物体 的 形变 也 就 完全 确定 了 . 

当 物 体形 变 时 ,其 点 与 点 之 间 的 距离 发 生 改 变 , 考查 无 限 邻 近 的 两 个 任意 
点 . 如 果 在 形变 前 它们 之 间 的 径 矢 是 dx,, 则 在 形变 后 这 两 点 之 间 的 径 矢 变 为 
dx! = dx; + dws. 形变 前 这 两 点 的 距离 为 


di = dxi + dx; + dx3, 






































在 形变 后 变 为 





dl’ = Vdqx + dx + dx'3. 





@， 弹 性 理论 的 基本 方程 是 柯 西 (A-L. Cauchy) 和 泊 松 (S. D. Poisson) 在 19 世纪 20 年 代 建 立 的 ， 


‘2. 第 一 章 ”弹性 理论 的 基本 方程 





按照 通常 的 求 和 书写 规则 ,可 以 写 为 
d = dz， dl” = dx = (dx, + du,)’, 


以 = du 代入 ,我 们 可 将 dl1” 改写 为 


Ou. Ou, Ou, 
dl” = dP +2 一 dxidx + — —dx,dx. 
OX OX OX,) 


由 于 右 端 的 第 二 项 中 的 角 标 i 与 是 化 标 ,它们 可 以 互 换 而 写成 对 称 的 形式 


(人 十 es] dx,dx,. 





O0X OX; 
在 第 三 项 中 ,将 角 标 i 与 1 互 换 . 这 样 就 可 以 得 到 di” 的 最 终 表 达 式 为 
dl? = dl? + 2u,dx,dx,, (1.2) 
其 中 
Ui = 到 Ou + We 十 = = (1.3) 
0OX OX: OX, Ox, 


物体 形变 时 长 度 元 的 变化 就 由 这 些 表 达 式 确定 . 张 量 wj 称 为 应 变 张 量 . 由 其 定 
义 可 知 它 是 对 称 的 , 即 
Ui = Ug: (1.4) 

和 任何 对 称 张 量 一 样 ,可 以 在 每 一 给 定点 上 把 张 量 wj 化 为 主轴 表示 . 这 就 
是 说 ,在 每 一 个 给 定点 上 ,可 以 选取 这 样 的 坐标 系 一 一 在 其 中 只 有 对 角 分 量 
un ;Uz ,Ua 不 等 于 零 . 这 些 分 量 称 为 应 变 张 量 的 主 值 ,把 它们 记 为 un”,u， 
u ,但 必须 注意 ,虽然 在 物体 某 一 点 上 张 量 uj 化 归 到 主轴 ,一 般 而 言 ,在 所 有 
其 它 点 上 的 张 量 仍 是 非 对 角 张 量 . 

如 果 把 给 定点 的 应 变 张 量化 到 主轴 , 则 围绕 该 点 的 体 元 内 的 长 度 单元 
(1.2) 将 具有 以 下 形式 : 
dl? = (3 + 2us) dxdx, = (1 + Qu ) dr? + (1 + Qu ) dr? + (1 + Qu ) dx?. 
我 们 看 到 ,这 个 表达 式 可 以 分 解 为 三 个 独立 的 项 . 这 就 是 说 ,在 每 一 个 体 元 内 ， 
物体 的 形变 可 以 看 作 按 照 三 个 相互 垂直 方向 ( 张 量 的 主轴 方向 ) 的 三 个 独立 形 
变 的 总 和 . 这 些 形变 中 的 每 一 个 都 是 沿 主 轴 的 简单 拉 伸 (或 压缩 ) : 沿 第 一 主轴 
的 长 度 dx, 变 为 























dx! = M1 +2u' dx,, 
另外 两 轴 与 此 类 似 . 因此 , 量 
VI +2u®™ -1 
是 沿 第 i 个 主轴 的 相对 伸 长 (dx! - dx;) /dx 
实际 上 ,几乎 在 物体 所 有 的 形变 情形 下 应 变 都 是 小 的 , 这 就 是 说 ,物体 中 的 
任何 一 段 距离 的 变化 与 这 上 段 距 离 本 身 相 比 都 是 小 量 . 换 名 话说 ,与 1 相 比 相对 
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促 长 是 小 量 . 以 下 我 们 将 把 所 有 的 应 变 都 看 作 小 应 变 . 

如 果 物 体 受 到 小 应 变 , 则 可 知 确定 物体 内 长 度 相对 变化 的 应 变 张 量 的 所 有 
分 量 也 是 小 量 . 至 于 位 移 矢 量 u,, 即 使 是 在 小 应 变 的 情形 下 ,有 时 也 可 能 是 大 
的 . 例如 在 细 长 杆 发 生 很 大 弯曲 的 情形 下 , 即 杆 的 两 端 在 空间 有 显著 的 位 移 时 ， 
在 杆 内 的 拉 伸 和 压缩 也 是 微小 的 . 

除 这 种 特殊 情形 外 2 ,小 应 变 时 位 移 矢 量 总 是 微小 的 . 事实 上 ,任何 “三 维 ” 
物体 ( 即 其 尺寸 在 任何 方向 上 都 不 特别 小 的 物体 ) 显 然 不 可 能 发 生 这 样 的 形变 ， 
即 其 各 部 分 在 空间 的 位 移 很 大 ,而 物体 内 部 却 没 有 强烈 的 拉 伸 和 压缩 . 

我 们 将 在 第 二 章 中 单独 讨论 细 杆 . 于 是 ,在 其 余 的 对 应 于 小 应 变 的 情形 ,位 
移 矢 量 及 其 对 坐标 的 导数 也 是 小 的 . 因此 ,一般 表达 式 (1.3) 中 的 最 后 一 项 可 以 
看 作 二 阶 小 量 而 略 去 . 这 样 一 来 ,在 小 应 变 情形 下 ,应 变 张 量 可 以 由 表达 式 


_ 1 /ou ou, 
此 让 -一 | (1.5) 
来 确定 . 精确 到 高 阶 小 量 ,给 定点 上 沿 应 变 张 量 主轴 方向 的 长 度 元 的 相对 伸 长 是 
0 





也 就 是 说 ,它们 是 张 量 uj 的 主 值 . 

让 我 们 来 考虑 任意 一 个 无 限 小 的 体 元 dV, 并 确定 它 在 物体 形变 后 的 大 小 
dV'. 为 此 ,选取 所 考虑 点 上 的 应 变 张 量 的 主轴 作为 坐标 办 . 这 时 长 度 元 dx,， 
dx, ,dx 在 形变 后 将 变 为 dx' = (1 + ) dx 等 等 . 体积 dy 等 于 乘积 dxdx;dxy ， 
而 体积 dV' 等 于 dx1dxidx; ,于 是 

dV’ = dV(1 + ud)(l +u®)(l +u). 
略 去 高 阶 小 量 ,我 们 得 到 
dV’ = dV(1 + ud tu + uu). 

众所周知 , 张 量 主 值 之 和 w+u ”+w” 是 一 个 不 变量 , 它 在 任何 坐标 系 中 都 
应 当 等 于 张 量 的 对 角 分 量 之 和 


Ui = Un 十 Us 十 Usa: 








于 是 ， 
; dV’ = dV(1 + wu;). (1.6) 
我 们 看 出 ,应变 张 量 对 角 分 量 之 和 给 定 了 体积 的 相对 变化 :(dF - dV) /dV. 
应 变 张 量 的 分 量 在 球 坐 标 或 柱 坐 标 中 的 表示 经 常 比 其 在 笛 卡 儿 坐 标 系 的 
表示 更 便于 应 用 . 这 里 我 们 给 出 在 这 两 个 坐标 系 里 以 位 移 矢量 各 分 量 导 数 表示 
的 应 变 张 量 分 量 的 表达 式 以 便 参 考 . 在 球 坐 标 r,9,g 中 ,我 们 有 


@ 除了 细 杆 的 形变 ,薄板 弯曲 成 柱 面 的 形变 也 应 当归 入 这 一 类 . 这 时 还 应 当 排 除 * 三维 "物体 在 形 
变 时 伴随 有 绕 某 个 轴 转 动 有 限 角 度 的 情形 . 
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Ou, 1 Bug uu 
Mr = BO 
Or r 00 r 
Ou u 
= 2 二 一 cotb + 一 ， 
”rsin0 99 
1 /ou 1 0u， 
2 人 一 一 一 一 一 1.7 
Gp -|( 0 wu,cot0) rsinb 9 ， ( ) 
Oug up 1 du 
2 = -一 -一 + 一 一 一 ， 
Or r r 00 
0 0 
2 -1 吧 ,au 
rsin 9 00 Or r 
在 柱 坐 标 r,p,z 中 
OU 1 us, 必 Ou, 
LW St 
or r 0 r 0z 
Qu, 9 0 0 
Rd Oe (1.8) 
r 09 0z 0z or 


$2 应 力 张 量 


在 未 形变 的 物体 中 ,分 子 的 分 布 处 于 热平衡 状态 . 这 时 物体 各 部 分 之 间 处 
于 力学 平衡 . 这 就 是 说 ,从 物体 内 分 离 出 一 个 体 元 ,那么 物体 其 余部 分 作用 在 这 
个 体 元 上 的 所 有 力 的 合力 等 于 零 . 

当 发 生 形变 时 ,分子 的 分 布 将 会 改变 ,从 而 物体 将 不 再 处 于 原来 所 处 的 平 
衡 状态 . 于 是 就 产生 了 使 物体 回复 平衡 状态 的 力 . 形变 时 产生 的 这 些 内 力 称 为 
内 应 力 . 如 果 物 体 没有 形变 , 则 其 中 就 没有 内 应 力 . 

内 应 力 是 由 分 子 力 引起 的 , 即 物体 内 分 子 间 相互 作用 引起 的 . 对 于 弹性 理 
论 来 说 ,分 子 力 具有 极 小 的 作用 半径 是 十 分 重要 的 . 分 子 力 的 影响 范围 在 产生 
该 力 的 分 子 附 近 仅 能 达到 分 子 间距 离 的 数量 级 . 但 作为 宏观 理论 的 弹性 理论 ， 
只 考虑 远 较 分 子 之 间距 离 为 大 的 距离 . 因此 ,在 弹性 理论 中 应 当 认 为 分 子 力 的 
“作用 半径 ”等 于 零 . 也 可 以 说 ,在 弹性 理论 中 ,引起 内 应 力 的 力 是 从 任何 一 点 出 
发 仅 能 影响 其 邻近 点 的 “ 近 距 作用 ” 力 . 因此 ,作用 在 物体 任何 部 分 上 的 来 自 其 
相 邻 部 分 的 力 , 仅 作用 在 这 部 分 物体 的 表面 上 . 

此 处 有 必要 附加 一 条 补充 说 明 : 当 物体 形变 伴随 有 宏观 电场 出 现时 ,上 面 
的 论断 就 不 再 适用 了 . 这 些 物体 (热电 体 和 压 电 体 ) 将 在 本 教程 第 八 卷 中 研究 . 

从 物体 上 分 离 出 某 一 块 体积 ,并 考虑 作用 在 其 上 的 合力 . 一 方面 ,这 个 合力 
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可 以 表示 为 体积 
[Fav, 


这 里 五 是 作用 在 物体 的 单位 体积 上 的 力 '. 另 一 方面 ,被 考虑 体积 本 身 的 不 同 部 
分 的 相互 作用 不 会 产生 非 零 的 合力 ,因为 根据 牛顿 第 三 定律 ,作用 力 与 反作用 
力 在 求 和 时 相互 抵消 . 因此 所 求 的 作用 在 给 定 体积 上 的 合力 ,可 以 仅 看 作 是 这 
块 体积 周围 的 物体 作用 在 其 上 的 力 之 和 . 但 如 上 所 述 ,这 些 力 是 通过 体积 表面 
作用 于 体积 的 ,因此 这 一 合力 可 以 表 为 作用 于 该 体积 的 每 一 面 元 上 的 力 的 总 
和 , 亦 即 表示 为 沿 该 体积 表面 的 某 一 积分 . 

于 是 ,对 于 物体 的 任 一 块 体积 ,其 内 应 力 合力 的 三 个 分 量 中 的 每 一 个 [Pay 
都 可 以 变换 为 沿 该 体积 表面 的 积分 . 由 矢量 分 析 知 ,在 任 一 体积 上 作 标 量 的 积 
分 时 ,如 果 这 个 标量 是 菜 一 矢量 的 散 度 , 体 积分 就 可 以 变换 为 面积 分 . 我 们 现在 
遇 到 的 是 矢量 的 积分 而 不 是 标量 的 积分 . 因而 矢量 F, 应 当 是 某 个 二 阶 张 量 的 
散 度 , 即 F, 应 具有 形式 ? 








O00, 





(2.1) 


OX 
这 样 ,作用 在 某 个 体积 上 的 力 , 可 以 写 为 如 下 包围 该 体积 的 闵 曲面 上 积分 的 形 
式 :@ 
ed = 人 sa (2.2) 

张 量 rw 称 为 应 力 张 量 . 从 (2.2) 可 以 看 出 ,odf 是 作用 于 面 元 af 上 的 力 
的 第 i 个 分 量 . 在 平面 xy,yz,zx 上 选 定 面 元 就 可 以 看 到 ,应 力 张 量 分 量 wx 是 作 
用 在 垂直 于 轴 的 单位 面积 上 的 力 的 第 i 个 分 量 . 这 样 ,在 垂直 于 x 轴 的 单位 
面积 上 ,作用 有 与 它 垂直 (指向 * 轴 的 方向 ) 的 力 o 和 (指向 y 轴 和 z 轴 的 ) 切 
向 力 r,。 和 o,. 

这 里 有 必要 对 力 odf; 的 符号 加 以 说 明 . 在 (2.2) 中 沿 表 面 的 积分 是 由 物体 
的 其 余部 分 作用 于 该 表面 围 定 的 体积 上 的 力 . 反之 ,由 该 体积 作用 于 其 周围 部 分 
表面 的 力 具 有 相反 的 符号 . 因此 ,比方 说 ,内 应 力作 用 到 物体 全 部 表面 上 的 力 是 

* ”在 连续 介质 力学 中 ,力主 要 分 为 体积 力 (按照 体积 分 布 的 力 ) 和 耐力 (按照 面积 分 布 的 力 ) ,并 且 封 
闭 曲 面 上 的 面 力 可 以 通过 场 论 公 式 化 为 体积 力 的 形式 . 作者 在 本 书 中 没有 特意 区 分 源 自 面 力 的 体积 力 和 其 


它 的 体积 力 , 这 为 理解 本 书 相关 内 容 带 来 一 定 困难 . 此 处 的 体积 分 仅 指 源 自 面 力 的 体积 力 . 一 一 译 者 注 
Q@” 面 元 矢量 由 沿 闭 曲面 的 外 法 线 方 向 . 闭 曲 面 上 的 积分 变换 为 体积 分 时 ,用 算 子 d『 66x; 取代 





JPar = 























dfF. 














@@ 严格 地 讲 , 确 定 作用 在 形变 后 物体 的 体积 上 的 合力 时 ,积分 不 应 当 按 原来 的 坐标 x; ,而 应 当 按 形 
变 后 的 点 的 坐标 ; 进行 . 同样 ,导数 (2. 1) 应 当 对 x; 来 取 . 但 由 于 是 小 应 变 ,对 x; 和 对 zx: 的 导数 之 间 相 
差 高 阶 小 量 , 因 此 所 有 求 导 都 可 以 对 坐标 x; 进行 . 
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浅 poadf, 
这 里 积分 遍历 物体 的 表面 ,而 df 指向 外 法 线 方向 . 
我 们 来 确定 作用 于 物体 某 部 分 的 力 所 产 生 的 矩 . 我 们 知道 , 力 五 的 矩 可 以 
写成 二 阶 反对 称 张 量 , 其 分 量 为 Fx - Fix;, 这 里 x; 是 力 的 作用 点 的 坐标 2. 因 
此 ,作用 于 体 元 dy 的 力矩 为 (Fx ~ Fix;)qdV, 而 作用 在 整个 体积 上 的 力矩 是 


M, = [Crim - F,x,) dV. 
如 同 作用 于 任何 体积 的 合力 一 样 ,这 些 力矩 也 应 表示 为 沿 体 积 表面 的 积分 . 把 
,的 表达 式 (2. 1) 代 入 ,就 得 到 


: 9(0uX, 一 X, i 
M, = ee _ we E | ay | a el 
Ox dx OX ™ Ox Ox 


注意 在 上 式 右 端 第 二 项 中 ,导数 = 是 单位 张 量 35; 而 第 一 项 中 积分 号 下 的 部 分 
是 某 一 张 量 的 散 度 , 故 这 一 积分 可 变换 为 面积 分 ;结果 得 到 
M, = bor our) df + {Con -ad (2.3) 
只 有 在 应 力 张 量 为 对 称 张 量 , 即 
Ox 二 Ok (2.4) 
时 , 张 量 Ms 才能 够 用 面积 分 表 出 . 因为 这 时 体积 分 项 消失 了 (关于 (2.4) 这 一 重 


要 的 结果 的 论证 ,我们 在 本 节 末 还 要 讨论 ). 作用 于 物体 的 某 个 体积 上 的 力矩 于 
是 就 可 以 写成 如 下 简单 的 形式 : 


M, = [Cr ~ Fx)dV = four — gnux;) df. (2.5) 


在 物体 各 向 均匀 受 压 时 ,应 力 张 量 很 容易 写 出 . 这 时 ,作用 于 物体 每 一 单位 
表面 积 上 的 压力 , 即 压强 的 大 小 是 相同 的 , 且 压 强 指向 物体 表面 的 内 法 线 方 向 ， 
如 果 把 这 个 压强 记 为 p, 则 作用 在 面 元 df 上 的 力 为 -pdfi. 另 一 方面 ,这 个 力 可 
以 通过 应 力 张 量 表示 ,应 具有 cxdA 的 形式 . 把 - pdf; 写 为 -p64df 的 形式 ,可 
以 看 出 ,在 各 向 均匀 受 压 时 ,应 力 张 量具 有 如 下 形式 : 

On = — pO,. (2.6) 
这 个 应 力 张 量 所 有 不 等 于 零 的 分 量 都 等 于 压强 . 

在 任意 形变 的 一 般 情形 下 ,应 力 张 量 的 非 对 角 分 量 也 不 等 于 零 . 就 是 说 ,在 
物体 内 的 每 一 面 元 上 ,不 仅 作 用 有 垂直 于 面 元 的 力 ,还 有 与 面 元 相 切 的 使 平行 
面 元 彼此 错开 的 “ 剪 切 "应 力 . 

@@ 力 F 的 矩 由 矢量 积 F xr 来 确定 . 两 个 矢量 的 矢量 积 是 二 阶 反对 称 张 量 ,其 分 量 已 在 正文 里 


过 
IT 








PR ET 
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当 物 体 处 于 平衡 时 ,在 物体 每 一 个 体 元 上 内 应 力 必 须 相 互 抵消 , 即 必须 有 
Ff, =0. 这 样 , 形 变 后 物体 的 平衡 方程 具有 如 下 形式 : 


O00 i 





= 0. (2.7) 


OX, 
如 果 物 体 处 于 重力 场 中 , 则 作用 在 物体 单位 体积 上 的 内 应 力 与 重力 pg 之 
和 +pg 应 等 于 零 (p 是 密度 了) ,g 是 重力 加 速度 矢量 ,其 方向 竖 直 向 下 ;在 这 
种 情形 下 ,平衡 方程 的 形式 为 : 
oo 
至 于 直接 施加 于 物体 表面 的 外 力 (通常 ， 它们 也 是 引起 物体 形变 的 根源 )， 
它们 将 出 现在 平衡 方程 的 边界 条 件 中 . 令 P 了 为 作用 于 物体 表面 单位 面积 上 的 外 
力 , 于 是 作用 在 面 元 df 上 的 外 力 是 Pdf. 平衡 时 ,外 力 必须 与 作用 在 同一 面 元 上 
的 内 应 力 - odfi 相抵 消 . 于 是 应 当 有 
Pdf - oadf, = 0. 
把 df 写 为 df =nidf 的 形式 ,这 里 4 是 指向 表面 外 法 线 的 单位 矢量 ,由 此 得 
eT (2.9) 
此 即 为 处 于 平衡 的 物体 表面 应 当 满足 的 条 件 . 
我 们 现在 引进 一 个 确定 形变 物体 中 应 力 张 量 平均 值 的 公式 . 为 此 ,将 方程 
(2.7) 乘 以 %; 并 对 物体 整个 体积 求 积 分 , 便 得 : 
ga 0( Guax:) 
Be i 三 | Be, 


把 第 一 个 等 号 右 端 第 一 项 变换 为 沿 物体 表面 的 积分 ;第 二 项 的 积分 中 注意 
22: -8 由 此 得 
ON] 


(2. 8) 








dy - fo ar = = 0. 


bodf 本 [eadv = 0. 
将 式 (2.9) 代 入 上 式 第 一 个 积分 中 , 即 得 
和 ady = [eadr = Vo,, 


这 里 了 是 物体 的 体积 ,而 zu 是 在 整个 物体 上 应 力 张 量 的 平均 值 . 利用 关系 式 
oz = Ou; 可 以 把 这 个 式 子 写成 对 称 的 形式 : 

(Bn, 4 Piz. jd (2. 10) 
于 是 ,应 力 张 量 的 平均 值 可 以 直接 由 作用 于 物体 的 外 力 来 确定 ,而 无 需 先 去 求 


@ 严格 地 说 ,物体 形变 时 其 密度 是 会 改变 的 . 但 在 小 形变 情形 计 人 这 种 改变 只 会 得 到 高 阶 小 量 , 故 
这 种 改变 不 重要 . 
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解 平衡 方程 . 

现在 让 我 们 返回 前 面 已 经 作 过 的 对 应 力 张 量 对 称 性 的 证 明 上 来 ,这 个 证 明 
需要 进一步 准确 化 . 那里 所 提 的 物理 条 件 , 即 张 量 Was 可 以 只 由 面积 分 来 表达 ， 
不 仅 当 张 量 ex 的 反对 称 部 分 ( 即 式 (2. 3) 中 在 体积 分 内 的 表达 式 ) 为 零 时 能 满 
足 , 而 且 当 它们 是 某 一 散 度 , 即 

Ci ~ OR =™ 2 gu， pin = ~ Pr (2.11) 

时 也 能 满足 . 这 里 ww 是 对 前 两 个 指标 为 反对 称 的 任意 张 量 . 在 这 种 情形 下 ,这 
一 张 量 被 表示 为 导数 项 xi/aw ,并 且 相 应 地 ,应 力 张 量 中 出 现 了 位 移 矢 量 的 高 
阶 导 数 项 . 我 们 在 这 里 所 讨论 的 弹性 理论 中 ,所 有 这 些 项 都 应 当 被 看 作 高 阶 小 
量 而 略 去 . 

然而 ,原则 上 重要 的 是 ,即使 在 这 些 项 不 略 去 ,应力 张 量 也 可 以 化 为 对 称 形 
式 0. 问题 在 于 这 个 张 量 的 定义 (2. 1) 并 不 唯一 ,而 允许 其 它 的 变换 形式 


Oi Oi = jr Xi = Xi (2. 12) 
这 里 x 是 按 后 两 个 角 标 为 反对 称 的 任意 张 量 ;显然 ,用 以 确定 力 F 的 导数 
90 /9x: 和 9304/9%; 是 恒 等 的 . 如 果 oy 的 反对 称 部 分 有 具有 式 (2. 11) 的 形式 , 则 
非 对 称 的 oj 可 以 经 过 这 种 形式 的 变换 化 为 对 称 形式 . 对 称 张 量具 有 形式 
Ga= 于 (au + ai) + (pa + Pia) (2. 13) 
实际 上 ,由 张 量 

Xi = Pr t Par ~ Pin 
容易 确认 , 益 5 -oj 上 其 有 式 (2. 12) 的 形式 (P. C. Martin ,0. Parodi,P. S. Pers- 
han ,1972 ) . 
$3 形变 热力 学 


考虑 任意 一 个 形变 的 物体 ,并 假定 其 形变 的 变化 方式 是 位 移 矢 量 u, 改变 一 
个 小 量 54,; 现 在 来 确定 内 应 力 在 这 一 变化 时 所 作 的 功 . 力 ,= 9390/9%s 乘 以 位 
移 变动 iu 并 沿 整个 物体 体积 积分 ,有 : 


[aRav = | udr. 
这 里 我 们 用 符号 SR 表示 内 应 力 在 单位 体积 物体 上 所 作 的 功 . 作 分 部 积分 ,得 到 


[Rav = foadu.df, - [oa i 








du, 
了 
OX 





@ 按照 微观 理论 的 普遍 结果 (对 照 本 教程 第 二 卷 $32). 
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考虑 在 无 穷 远 处 不 发 生 形 变 的 无 限 介质 ,我 们 把 第 一 个 积分 的 积分 曲面 推 
向 无 穷 远 处 ,在 那里 oj =0, 所 以 积分 值 为 零 . 利用 张 量 cx 的 对 称 性 ,第 二 个 积 
分 可 以 重新 写 为 : 


[saar= 本 于 [全 i ay 
2 9 各 OX; 








= 一 到 jcsa( 2 十 ja 三 :一 [eaduady. 
于 是 我 们 有 
SR = - odu,. (3. 1) 

这 就 是 按照 应 变 张 量变 化 确定 功 5R 的 公式 . | 

如 果 物 体 的 形变 足够 小 , 则 在 引起 形变 的 外 力 停止 作用 后 ,物体 将 恢复 到 
形变 前 的 状态 . 这 种 形变 称 为 弹性 形变 . 在 大 形变 时 撤去 外 力 并 不 能 使 形变 完 
全 消失 ,而 是 剩 下 使 物体 的 状态 不 同 于 力作 用 以 前 状态 的 所 谓 的 残余 形变 . 这 
样 的 形变 称 为 塑性 形变 . 今后 ( 除 第 四 章 外 ) 我 们 将 只 考虑 弹性 形变 . 

我 们 进而 假定 ,形变 的 过 程 足够 缓慢 , 以 致 每 一 瞬时 在 物体 内 都 能 够 建立 
对 应 于 物体 所 处 外 界 条 件 的 热平衡 状态 (实际 上 ,这 一 假定 几乎 总 是 满足 的 ). 
这 样 的 过 程 称 为 热力 学 可 道 过 程 . 

今后 我 们 规定 ,所 有 的 热力 学 量 ,如 箭 $、 内 能 多 等 等 都 是 对 物体 的 单位 体 
积 来 说 的 ,而 不 是 像 在 流体 力学 中 那样 是 对 单位 质量 来 说 的 ,并 且 用 相应 的 大 
写字 母 来 表示 . 

关于 这 一 点 ,有 必要 作 以 下 的 说 明 . 严格 地 讲 , 必 须 对 形变 前 后 的 单位 体积 
加 以 区 分 ;因为 一 般 说 来 它们 包含 有 不 同 数量 的 物质 . 除去 第 四 章 外 ,我 们 今后 
在 提 到 热力 学 量 时 ,总 是 对 于 形变 前 的 单位 体积 来 说 的 , 亦 即 相对 于 原来 的 体 
积 中 所 会 的 物质 数量 说 的 ,这 些 物质 在 形变 后 可 以 占据 与 原来 不 一 样 的 体积 . 
按照 这 个 规定 ,例如 ,物体 的 总 能 量 总 是 将 多 沿 未 形变 物体 的 体积 积分 得 到 的 . 

内 能 的 无 限 小 变化 d 多 ,等 于 单位 体积 物体 获得 的 热量 与 内 应 力 所 作 功 dR 
之 差 . 在 可 逆 过 程 中 热量 等 于 7d5, 这 里 7 是 温度 . 这 样 ,d 乡 = 7TdS - dR; 把 式 
(3.1) 中 的 dR 代入 ,就 得 到 











dd 多 = TdS + odu,. (3.2) 
这 就 是 物体 形变 时 的 基本 热力 学 关系 . 
在 物体 各 向 均匀 受 压 时 ,应力 张 量 oj = -p54(2.6). 这 时 
Cadus = ~ pdu, = 一 Pdzi， 
但 我 们 知道 (参看 (1. 6) ) ,应 变 张 量 对 角 分 量 之 和 4 是 形变 时 体积 的 相对 变 
化 . 如 果 考 虑 单位 体积 , 则 uw 正好 是 这 个 体积 的 变化 ,而 du 就 是 体 元 的 变化 
dV. 这 时 ,热力 学 关系 就 表现 为 通常 的 形式 
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d = TdS - pdV. (3.2a) 
在 引进 能 量 的 同时 ,我 们 还 要 引进 物体 的 自由 能 = 多 - TS, 改 写 关 系 式 
(3.2) 为 





dF =— SdT + ou du (3.3) 
的 形式 . 最 后 ,物体 的 热力 学 势 B 定义 为 
$B = -TS -ou = -ou (3.4) 


这 个 式 子 即 为 通常 的 表达 式 B= 多 - TS + py 的 推广 ?. 将 式 (3.4) 代 人 式 
(3.3), 得 
d® =- SdT - udo,. (3.5) 
在 式 (3.2) 与 式 (3.3) 中 ,独立 变量 分 别 是 5,ws 与 7,w. 将 名 或 分 别 在 炉 5 
或 温度 了 不 变 的 条 件 下 对 应 变 张 量 的 分 量 求 导 , 即 可 以 得 到 应 力 张 量 的 分 量 : 








”。-( 尖 ,“( 加 |， a9 
同样 将 @ 对 应 力 张 量 分 量 oj 求 导 , 即 得 应 变 张 量 分 量 u: 
m=- (4) . (3.7) 
$4 ” 胡 克 定律 


为 了 有 可 能 把 热力 学 关系 应 用 于 各 种 具体 情形 ,有 必要 把 自由 能 表示 为 
应 变 张 量 的 函数 . 利用 形变 的 微小 性 并 相应 地 将 这 个 自由 能 按 应 变 张 量 的 分 量 
us 的 每 级 数 展开 ,这 一 表达 式 很 易于 得 到 . 这 时 ,我 们 又 一 次 只 考虑 各 向 同性 的 
情形 ;对 应 于 晶体 的 相应 表达 式 ,我 们 将 在 $10 中 给 出 . 

考虑 处 于 某 一 沿 物体 为 恒定 的 温度 下 的 形变 物体 ,我 们 将 认为 ,不 存在 外 
力 时 物体 在 这 个 温度 下 处 于 未 形变 状态 (我 们 之 所 以 作 此 说 明 ,是 由 于 在 后 面 
§6 要 讨论 的 热膨胀 ). 于 是 当 uj =0 时 ,内 应 力也 是 等 于 零 的 , 即 oj =0. 既然 


= 了 ,可 见 把 五 展 为 wi 的 短 级 数 应 当 没有 线性 项 . 

其 次 ,既然 自由 能 是 标量 , 则 在 下 的 展开 式 中 的 每 一 项 也 都 是 标量 . 由 对 称 
张 量 的 分 量 wi 可 以 组 成 两 个 独立 的 二 阶 标量 ,可 以 取 对 角 分 量 的 平方 和 己 与 
所 有 分 量 的 平方 和 己 作 为 这 两 个 标量 . 把 严 展开 为 ui 的 短 级 数 , 我 们 就 得 到 精 
确 到 二 阶 项 的 表达 式 








F=F,+ pa + un. (4.1) 





@ 在 各 向 均匀 压缩 时 ,表达 式 (3.4) 变 为 @ =F+pwas =F+p(V~Vo), 其 中 V-Vo 是 形变 引起 的 体 
积 改变 . 可 见 , 这 里 给 出 的 更 的 定义 与 通常 热力 学 中 给 的 定义 盏 = 有 +PY 多 出 了 -Po 项 . 
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这 就 是 各 向 同性 物体 形变 后 自由 能 的 一 般 表达 式 . 量 A 与 称 为 拉 梅 系数 . 
我 们 在 $1 看 到 ,形变 时 体积 的 变化 由 和 wu; 确定 . 如 果 在 形变 时 这 个 和 等 
于 零 , 则 说 明 在 形变 时 物体 的 体积 不 变化 ,变化 的 仅仅 是 形状 . 这 种 没有 体积 变 
化 的 形变 称 为 剪 切 . 
与 以 上 情况 相反 的 形变 是 只 有 体积 变化 而 没有 形状 变化 的 形变 . 这 时 , 物 
体 的 每 一 体 元 形状 都 保持 不 变 . 由 $1 得 出 ,在 这 种 形变 下 张 量 wu = const * 6,. 
这 种 形变 称 为 全 压缩 . 
任何 形变 都 能 表示 为 纯 剪 切 形变 与 全 压缩 形变 之 和 . 为 此 ,只 需 写 出 恒 等 
式 
ux = (wh 加 Buu) + 3 dau (4.2) 
即 足 以 说 明 问 题 . 显然 ,等 号 右边 第 一 项 是 纯 剪 切 ,因为 它 的 对 角 项 之 和 为 零 
(注意 5, =3). 第 二 项 则 与 全 压缩 相关 . 
作为 各 向 同性 体形 变 后 自由 能 的 一 般 表达 式 , 除 式 (4.1) 之 外 ,利用 上 述 结 
论 把 任意 形变 分 解 为 纯 剪 切 与 全 压缩 将 更 为 方便 . 也 就 是 ,分 别 取 式 (4.2) 中 的 
第 一 和 第 二 项 分 量 的 平方 和 作为 两 个 独立 的 二 阶 标量 ,这 时 下 具 有 形式 9 
F = p(w -6aus) + (4.3) 
量 天 与 岂 分 别称 为 全 压缩 模 量 (有 时 简称 为 压缩 模 量 ) 与 剪 切 模 量 .天 与 拉 梅 系 
数 之 间 的 关系 是 








K = 和 + 了 ww (4.4) 


如 所 周知 ,在 热平衡 状态 下 自由 能 取 极 小 值 . 如 果 没 有 任何 外 力作 用 于 物 
体 , 则 下 作为 wi 的 函数 应 当 在 wj =0 时 取 极 小 值 . 这 就 是 说 ,二 次 型 (4.3) 必 须 
为 正定 的 . 如 果 选 取 张 量 uj 使 wj =0, 则 式 (4.3) 中 只 剩 下 第 一 项 ;如 果 选 取 张 
量 wj =const， 54, 则 式 (4.3) 只 剩 下 第 二 项 . 由 此 可 知 , 二 次 型 (4.3) 为 正定 的 
必要 条 件 ( 显 然 也 是 充分 条 件 ) 是 系数 天 与 几 均 为 正 . 

于 是 我 们 得 到 以 下 的 结果 , 即 全 压缩 模 量 与 剪 切 模 量 永远 是 正 的 : 

Kk>0, %>0. (4.5) 
现在 利用 一 般 热 力学 关系 (3.6) ,并 由 它 来 确定 应 力 张 量 . 为 了 计算 导数 


了 ,我 们 写 出 在 恒温 下 的 全 微分 dF; 








1 1 
dF = Kundun + 2p( Ui 一 uda)dl Ui 一 ud)- 














@ 出 现在 式 (4.1) 中 的 常数 项 Fo 是 形变 前 物体 的 自由 能 ,今后 我 们 不 考虑 它 , 因此 ,为 简单 计 , 永 
远 将 它 略 去 ,而 把 下 理解 为 我 们 关心 的 形变 自由 能 ,或 者 说 ,弹性 自由 能 . 
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第 二 项 中 的 第 一 个 括号 乘 以 6% 后 即 得 零 , 于 是 得 出 
dF = Kurdur + 2p( Ui, 一 FunBi ) du, 


3 
或 者 ,把 duu 写 为 Sd , 则 
dF = | Kunda + 2 Ui 一 Fuada) dun 
由 此 得 出 应 力 张 量 


1 
0 = Kusd, + 2p( ua dau): (4.6) 


对 于 各 向 同性 物体 ,这 就 是 通过 应 变 张 量 确定 应 力 张 量 的 表达 式 . 由 此 式 可 知 ， 
如 果 形 变 是 纯 剪 切 或 纯 全 压缩 , 则 os 与 uw 之 闻 的 联系 相应 地 就 仅 由 一 个 剪 声 
模 量 或 全 压缩 模 量 来 决定 . 
不 难得 到 用 wi 表示 cx 的 逆转 公式 . 为 此 求 出 对 角 项 的 和 os. 由 于 式 (4.6) 
中 第 二 项 对 应 的 和 为 零 , 于 是 rs =3Ku; ,因而 
1 








Ri (4.7) 
把 它 代 入 式 (4.6) ,就 确定 了 zu, 邯 得 
1 1 1 
Ui = GRda Oa + nn Oi — 本 ua 可 9 (4. 8) 


这 就 是 通过 应 力 张 量 表示 应 变 张 量 的 表达 式 . 

等 式 (4.7) 说 明 ,在 各 向 同性 物体 的 任何 形变 中 ,体积 的 相对 变化 & 仪 仅 
与 应 力 张 量 的 对 角 分 量 之 和 ou 有关 ,而 wi 与 ws 之 间 的 联系 仅 由 全 压缩 模 莉 确 
定 . 在 全 (均匀 ) 压 缩 时 ,应 力 张 量 的 形式 是 wx = -p83. 因此 ,在 这 一 情形 中 ,由 
式 (4.7) 可 得 


-也 
us = -全 (4.9) 


由 于 形变 小 ,wu; 与 p 都 是 小 量 ,于 是 我 们 可 以 把 体积 相对 变化 对 压强 之 比 wavp 
写 为 微分 形式 (1AV) (3V/ 色 );; 这 时 


1 -- 工 (2 
K 和 7 (3) 
量 关 称 为 全 压缩 率 (或 简称 为 压缩 率 )， 


从 式 (4.8) 我 们 看 出 ,应 变 张 量 ww 是 应 力 张 量 wx 的 一 个 线性 函数 . 换 句 话 
说 ,形变 与 作用 于 物体 的 力 成 正比 . 这 个 对 小 形变 成 立 的 规律 被 称 为 胡 克 定律 @. 


Q@ 事实 上 胡 克 定律 对 于 所 有 实际 的 弹性 形变 都 适用 . 问题 在 于 , 当 胡 克 定 律 仍然 是 很 好 的 近似 时 
物体 的 形变 通常 已 经 不 再 是 弹性 的 了 (橡皮 一 类 的 物体 除外 ). 
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让 我 们 引进 形变 物体 自由 能 的 另外 一 种 方便 的 形式 , 它 可 以 从 下 是 应 变 张 
量 的 二 次 型 直接 得 到 . 按照 欧 拉 定理 ,wu9F/9u, =2F, 由 于 9F/9u = Oj, ;所 以 有 
F= 于 (4. 10) 
如 果 把 wi 用 ex 的 线性 组 合 代 入 这 个 公式 , 则 弹性 能 就 可 以 表示 为 mx 的 二 

次 函数 . 再 次 应 用 欧 拉 定 理 ,我 们 有 
oF 

Oik 
O00 





把 它 与 式 (4. 10) 比较 ,说明 

oF 

O00 
然而 ,这 里 需要 强调 的 一 点 是 ,公式 cx = 8F/9ws 是 一 般 热力 学 的 关系 式 ,而 道 
关系 (4. 11) 的 适用 性 却 是 与 满足 胡 克 定律 相关 的 . 
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让 我 们 来 研究 一 些 最 简单 的 均匀 形变 的 情形 , 即 应 变 张 量 在 整个 物体 上 为 
常量 的 情形 2. 例如 ,已 经 讨论 过 的 全 压缩 就 是 均匀 形变 
现在 考虑 杆 的 所 谓 简单 拉 伸 (或 压缩 ). 将 杆 沿 z 轴 放置 ,在 杆 的 两 端 施 加 
方向 相反 的 拉力 . 这 些 力 均匀 地 作用 在 杆 端 表面 , 令 单位 面积 所 受 的 力 为 p. 
由 于 形变 是 均匀 的 , 即 wj 沿 物体 为 常量 , 故 应 力 张 量 oj 也 是 常量 ,所 以 它 
可 由 边界 条 件 (2.9) 直 接 确定 . 在 杆 的 侧 表 面 上 没有 外 力作 用 ,于 是 on =0. 
因 杆 侧 表面 上 的 单位 矢量 n 垂直 于 z 轴 , 即 只 有 分 量 n,n, ,于 是 可 知 cx 的 所 有 
分 量 除 o, 之 外 全 部 为 零 . 在 杆 端 表面 上 osn; = 了 ,所 以 rr。 = 六 
从 联系 应 变 张 量 与 应 力 张 量 的 一 般 表达 式 (4.8) 可 知 ,w 中 所 有 i 的 分 
量 都 等 于 零 ,我们 得 到 其 余 的 分 量 为 
1 lr1 
or 
分 量 wu 给 出 杆 沿 z 轴 的 相对 伸 长 .p 的 系数 称 为 拉 伸 系数 ,其 倒数 称 为 拉 伸 
模 量 (或 称 杨 氏 模 量 ); 


(4.11) 





Ui = 














= 三 5.2 
C82) 
其 中 
9Ky 
= y 5. 
3 天 + (59) 








@ ”作为 坐标 函数 的 应 变 张 量 的 六 个 分 量 wa 不 是 完全 独立 的 量 , 因 为 它们 是 用 三 个 独立 函数 (位 移 
矢量 w 的 三 个 分 量 ) 的 导数 表示 的 (参看 57 习题 9). 不 过 六 个 常量 va 原则 上 能 够 以 任意 的 方式 给 定 ， 
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分 量 w, 与 z,, 确 定 杆 沿 模 向 的 相对 压缩 . 横向 压缩 与 纵向 伸 长 之 比 称 为 泊 松 系 
数 (或 称 泊 松 比 )9 : 





Us =— Ou,, (5.4) 
其 中 
-13K-2 
0 Re (5.5) 


由 于 与 多 永远 为 正 ,所 以 各 种 实际 材料 的 泊 松 系数 只 能 在 -1( 当 天 =0) 
到 1/2( 当 j=0) 之 间 变 动 . 因此 有 2 


-ls<o< 元 (5.6) 

最 后 ,在 拉 伸 时 杆 体 积 的 相对 增加 等 于 
us = 3 (5.7) 
杆 拉 伸 后 的 自由 能 可 以 直接 利用 公式 (4. 10) 写 出 . 由 于 只 有 分 量 o, 异 于 零 , 故 
F = Fo, = 和 (5. 8) 





”遵照 通用 惯例 ,今后 我 们 将 用 5 与 o 而 不 用 模 量 天 与 几 后 两 个 模 量 以 及 
第 二 个 拉 梅 系数 都 可 以 用 下 与 r 表示 出 来 
Eg E 五 





人 
让 我 们 用 与 o 写 出 前 一 节 几 个 一 般 公 式 . 对 于 自由 能 是 
we E 2 oO 2 
drt en 
应 力 张 量 用 应 变 张 量 的 表示 是 

Ci = Tt Ui 十 Ta)- (5.11) 

其 道 关 系 是 
政法 = [1 + zjou - eau8n]， (5. 12) 


公式 (5. 11) 与 (5. 12) 会 经 常用 到 ,为 方便 计 , 我 们 把 它们 以 分 量 的 形式 写 在 
下 面 : 


中 以 和 表示 泊 松 系数 不 会 和 以 oo 表示 应 力 张 量 混淆 ,因为 后 者 总 带 有 下 标 . 

加 ”实际 上 , 泊 松 系数 只 在 0 到 1/2 之 间 变 动 . 我 们 现时 还 不 知道 具有 a <0 的 物体 , 即 当 纵向 受 拉 
时 横向 尺寸 增加 的 物体 , 还 可 以 证 明 , 不 等 式 o >0 与 A >0 相当 ,这 里 和 就 是 在 (4.1) 中 引进 的 拉 梅 系 
数 ; 换 言 之 ,不 仅 (4.3) 式 中 的 两 个 系数 实际 恒 为 正 ,(4.1) 式 中 的 系数 也 为 正 ,尽管 从 热力 学 的 观点 来 看 
这 并 不 是 必要 的 . o 值 接近 172 的 情形 (例如 樟 皮 ) 对 应 于 剪 切 模 量 远 小 于 压缩 模 量 的 情形 . ( 现 已 发 明 
0 <0 的 特异 材料 , 即 在 一 个 方向 上 拉 伸 时 在 与 其 重 直 的 方向 上 也 伸张 的 材料 ,这 种 材料 的 中 文 术语 为 
“ 负 泊 松 系数 材料 ” ,英文 术语 为 “auxetics”. 译 者 注 ) 
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E 
wm (1+o)(l -a ! Ou + ol, + Ws)], 
。 [1 Ou + Olu + Ws)], 


” (1+o)(l-20) 




















(5.13) 
E 
= 1 - 十 
Oss (1 +o)(l sett 0) zs + 0 (Us wu,) 
人 Se 二 也 二 Uu 
> Ce Tree Ee 
其 逆 公 式 是 
1 
Us = 去 Lo- -lo +0,)], 
Se 
2 = 页 Lo -lo +0,)], 
(5.14) 
1 
u = Elo -lo + 0,,))] 
_ 1 +a _l+o 1+0 
Uy ~ E xy 9 Us = FE O ss Uyy eat FEF oo | 





现在 来 讨论 杆 受 故而 其 侧面 固定 使 横向 尺寸 不 可 能 变化 的 情形 ,外力 沿 杆 
长 作用 在 杆 的 两 端 ,这 时 仍 取 杆 长 方向 为 z 轴 . 这 种 形变 称 为 单 向 压缩 . 由 于 杆 
的 形变 仅 沿 着 z 轴 ,所 以 wj 的 所 有 的 分 量 只 有 ws 异 于 零 . 由 式 (5. 13 ) 得 出 

_ Eo E(l1 -0o) 
六 人 
仍 以 p 表示 压强 (o, =p ,压缩 时 取 负 值 ) ,得 到 








Os oO 








二 站 人 (5.15) 
了 前面 的 系数 称 为 单 向 压缩 率 . 横向 应 力 是 
Os = 0,, = 六 (5.16) 
l-o 


2 (1 +o)(l -20) 


2E(T — 0) (5.17) 


fF=p 
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现在 来 研究 伴随 有 物体 温度 改变 的 形变 ;温度 改变 之 所 以 发 生 , 可 以 是 形 
变 过 程 自身 的 结果 ,也 可 以 是 出 于 外 部 的 原因 . 

我 们 认定 ,在 某 一 给 定 温度 P 下 ,没有 外 力 时 物体 处 于 未 形变 的 状态 . 如 
果 物 体 处 于 与 7 不 同 的 温度 了 下 , 则 一 般 来 说 ,即使 没有 外 力 物 体 也 会 由 于 热 
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脱 胀 发 生 形 变 . 因此 ,在 自由 能 F(T) 的 展开 式 中 不 仅 包含 有 应 变 张 量 的 平方 
项 ,而 且 也 包含 其 线性 项 . 由 二 阶 张 量 wi 的 分 量 只 可 能 构成 一 个 线性 的 标量 , 即 
其 对 角 分 量 之 和 ui. 我 们 还 假定 伴随 有 形变 的 温度 变化 了 -7 也 很 小 . 于 是 可 
以 认为 ,在 王 的 展开 式 中 央 的 系数 ( 当 了 = To 时 为 零 ) 正 比 于 温差 了 -7. 于 是 ， 
苦 代 以 前 的 式 (4.3) ,我 们 得 到 如 下 的 自由 能 表达 式 : 


1 Sk 
F(T) = F(T) -~ Ka(T — To) uy + p(w -本 Su + Fw, (6.1) 











2 

这 里 将 7 了 -7 的 系数 写作 - Ka. 此 处 应 当 认为 量 j,K,a 为 常量 , 因 如 果 计 及 它 
们 与 温度 的 依赖 关系 ,引进 的 将 是 高 阶 小 量 . 
将 下 对 ww 求 导 ,我 们 即 得 到 应 力 张 量 ; 

va = Ka(T 70) 8 + Kunss +2n 人 (wu - 了 5ua] (6.2) 

上 式 第 一 项 是 与 物体 温度 变化 有 关 的 附加 应 力 , 当 物 体 在 没有 外 力作 用 下 


自由 热 脱 胀 时 ,应 当 没 有 内 应 力 . 令 ww 为 零 ,我 们 得 到 wi 具有 形式 ws = const ， 
53 ,并 且 











ur = a(T -7). (6.3) 
然而 ww 是 形变 时 体积 的 相对 改变 . 因此 a 恰好 是 物体 的 热膨胀 系数 . 
从 热力 学 的 角度 看 ,在 各 种 类 型 的 形变 中 ,最 重要 的 是 等 温 形 变 和 绝热 形 
变 . 等 温 形 变 时 物体 的 温度 不 变 . 因此 在 式 (6.1) 中 应 当 令 7 了 =7,, 这 时 我 们 便 
返回 到 通常 的 公式 ;因此 系数 下 与 可 以 称 为 等 温 模 量 . 
绝热 形变 是 这 样 一 类 形变 , 即 形变 时 物体 的 各 部 分 之 间 不 发 生 热 交换 ,而 
且 物 体 与 周围 的 介质 也 没有 热 交 换 . 这 时 精 5 保持 为 常量 . 如 所 周知 , 粹 等 于 自 
能 对 温度 的 导数 - 8/37 ,对 式 (6.1) 求 导 就 得 到 精确 到 几 一 阶 项 的 表达 式 : 
S(T) = Si(7) + 天 azi (6.4) 
令 $ 为 常量 ,可 以 确定 形变 时 温度 的 变化 了 -和 ,由 此 可 见 , 它 与 好 成 正比 ， 


























C 
Ro) = ~ Kou,. (6.5) 
把 这 个 式 子 代入 式 (6.2) ,我 们 就 得 到 o; 的 通常 表达 式 
On = Kaund 十 2p( Up 一 do)- (6.6) 





式 中 剪 切 械 量 与 原来 的 相同 ,但 压缩 模 量 K, 却 是 不 同 的 . 不 过 ,可 以 直接 由 


以 下 一 般 热力 学 公式 
oV\ _ /er 了 187 
1 
得 到 绝热 模 量 K,, 与 通常 的 等 温 模 量 天 之 间 的 关系 ,这 里 C, 是 物体 的 体积 定 压 
热 容 . 如 果 把 了 看 作 形 变 前 单位 体积 所 含 物 质 形变 后 占有 的 体积 , 则 导数 77 
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与 98FXep 分 别 给 出 在 加 热 和 压缩 时 体积 的 相对 变化 . 换 句 话说 , 即 


de a el 


于 是 我 们 得 到 绝热 模 量 与 等 温 模 量 之 间 的 关系 为 ? 








es = 二 -他 Haa 二 从. (6.7) 
至 于 绝热 条 件 下 的 拉 伸 模 量 和 泊 松 系数 ,我 们 很 容易 得 到 以 下 关系 式 : 
E og + ETa’/(9C.,) 


| 6.8 
1 ETO “1 Bia,) 人 


在 实际 情况 下 , 量 57% /C, 通常 很 小 ,于 是 可 以 足够 精确 地 将 它们 写 为 


2 Tao” Ta” 
， ON =0o+(l+o)E (6.9) 
90C, a 


9C 
在 等 温 形 变 时 ,应 力 张 量 表示 为 自由 能 的 导数 形式 : 


p 
贡 
Oi 一 
Oli 


对 于 等 粹 情形 , 则 应 当 写 成 (参看 (3. 6)) 
"(天 


OU 3 
其 中 罗 是 内 能 . 与 此 相应 ,对 于 绝热 形变 ,类 似 于 式 (4.3) 的 表达 式 所 确定 的 不 
是 自由 能 ,而 是 物体 的 体积 内 能 : 


天 
多 = ud + nl Ui 一 了 usa (6. 10) 


Ea 到 











Es=E+E 

















了 

















2 
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现在 来 推导 各 向 同性 国体 的 平衡 方程 . 为 此 ,我 们 将 应 力 张 量 表达 式 
(5.11) 代 人 一 般 方程 (2.8) : 











90 i 
+pe, = 0. 
Bx, ps8; 
我 们 有 
OO Eg OU E ou 





dx (1+0)(1 -20) te 
再 将 wu = 到 (25 + 代入 上 式 , 即 得 到 如 下 形式 的 平生 方程: 
E Ou, 上 E Ou, 
2(1 +0o) Oz 2(1 +o)(1 -20) 0x,0% 

















+ pg; = 0. (7.1) 
2 














@ 要 由 (6.5) 与 (6.6) 导 出 这 个 关系 ,我 们 还 需 应 用 热力 学 公式 C, - C, = Ta 天 
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可 以 很 方便 地 将 这 些 方程 改写 为 矢量 形式 . 在 以 上 方程 使 用 的 符号 中 ,02u,/9%? 
是 矢量 Az 的 分 量 ,而 9u/9%x1 三 V，U. 这 样 一 来 ,平衡 方程 可 表示 为 
1 2(1 +e) 


Ar +T -Fu=-p8 (7.2) 
有 时 ,利用 熟知 的 矢量 分 析 公式 
VV':u=Au+VxVxu 
a 此 时 式 (7.2) 可 变 为 形式 : 
0 dg yy 








2(1 - 二 E(1 -0o) 
我 们 这 里 写 出 在 均匀 重力 场 中 的 平衡 方程 ,是 考虑 到 在 弹性 理论 中 ,重力 
是 最 常见 的 体积 力 (简称 体力 ). 当 存 在 别 的 体力 时 ,方程 式 右 端的 矢量 pg 可 以 








用 相应 的 别 的 体力 代替 . 
最 为 重要 的 情况 是 形变 并 非 由 体力 而 是 由 作用 于 物体 表面 的 力 而 引起 的 . 
在 这 种 情况 下 ,平衡 方程 是 
(1 -20)Au + VV'u = 0, (7.4) 


或 者 是 其 另 一 种 形式 
2(1-~-o)VV.z-(1-2c)VxVxa =0. (7.5) 
外 力 只 能 通过 边界 条 件 引 入 方程 的 解 中 . 
应 用 算 子 V 于 方程 (7.4) ,并 注意 VY' V = A, 则 得 
AV':'u=0, (7.6) 
基 V. wu( 形 变 时 确定 体积 变化 的 量 ) 是 调和 函数 . 应 用 拉 普 拉 斯 算 子 A 于 方程 
(7.4) , 即 得 到 
AAu = 0， (7.7) 
亦 即 在 平衡 时 ,位 移 矢 量 满足 双 调 和 方程 . 这 些 结果 在 均匀 重力 场 内 依然 成 立 
(因为 在 进行 微分 运算 时 ,方程 (7.2) 的 右 端 项 消失 ). 不 过 ,在 外 加 体力 沿 物体 
变化 的 一 般 情 形 下 ,这 些 结果 便 不 再 成 立 了 . 
位 移 矢 量 满 足 双 调 和 方程 这 一 事实 ,当然 并 不 意味 着 平衡 方程 (在 没有 体 
积 力 时 ) 的 通 解 是 任意 双 调 和 函数 矢量 . 应 当 记 住 ,函数 w(x,y,z) 实 际 上 还 必 
须 满足 更 低 阶 的 微分 方程 (7.4). 同时 ,平衡 方程 的 通 解 可 以 通过 任意 双 调 和 矢 
量 的 导数 表示 (参见 习题 10). 
如 果 物 体 非 均匀 受热 , 则 在 平衡 方程 中 必须 增加 附加 项 ,在 应 力 张 量 中 必 














须 计 入 - Ka(7-7T)64 这 一 项 ( 见 (6.2) 式 ). 相应 地 ,在 30w/6x; 中 出 现下 面 - 


一 项 : 


oT _ Ea 9 了 


一 天 a = ; 
OX 3(1 -20) OX, 
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: 
: 
: 
: 
| 
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最 后 ,我们 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 


3(1 -0o) ,3(1 -20) » 
二 VV i (7.8) 


现在 来 考虑 平面 应 变 的 特殊 情形 . 这 时 ,在 整个 物体 内 ,位 移 矢 量 的 一 个 分 
量 等 于 零 (4, =0) ,而 wz 仅 与 x,y 有 关 . 同时 ,应 变 张 量 的 分 量 ww ,ww ,ws 恒 
等 于 零 , 应 力 张 量 的 分 量 0,,,0,, 也 同时 为 零 ( 但 纵向 应 力 ec. 不 为 零 ,为 保证 物 
体 沿 z 轴 方向 的 长 度 不 变 必须 有 纵向 应 力 存 在 ). 

因为 所 有 的 量 都 与 坐标 z 无关, 所 以 (无 体力 时 的 ) 平 衡 方程 9 /9%x; =0， 
在 所 讨论 的 情形 中 归结 为 以 下 两 个 方程 : 


O00ss 00 00,. 90 














十 兰 0 ， 二 + 一 过 = 0， (7. 9) 
OX 07 OX 9y 
能 满足 上 述 方程 的 函数 ,au ,0,, 的 最 一 般 形式 是 
oy oy a 
= aX, 三 人 22 3 7.10 
Ox oy Oy Ox 0y O,y Ox” ( ) 


式 中 的 YY 是 x 与 y 的 任意 函数 .不 难 求 出 这 个 函数 所 应 满足 的 方程 . 这 样 的 方程 
肯定 存在 ,因为 实际 上 这 三 个 量 9 ,0 ,0 总 可 以 通过 两 个 量 wu ,uw 来 表示 , 因 
此 这 三 个 量 并 不 相互 独立 . 借助 于 公式 (5. 13 ) ,对 于 平面 应 变 我 们 求 得 

E 





+ 至 十 
Ox OO), (1 +o)(l pe Ly ) 
但 是 
Ou, ou 
Ow = 0 = Ax, dd 


而 根据 公式 (7.6) ,Vu 是 调和 遂 数 ,这 样 我 们 就 可 以 断定 ,函数 x 满足 如 下 方 
程 : 
AAx = 0， (7.11) 
亦 即 x 是 双 调 和 函数 . 函数 x 称 为 应 力 函 数 . 在 平面 问题 求解 并 找到 函数 x 之 
后 ,纵向 应 力 0, 即 可 直接 按 如 下 公式 求 出 : 
= oFE 
” (1+c)(1-2c) 





0 (ua +t uy) = (as + 0,), 


oo», = oAYX: (7. 12) 
习 题 


1. 试 确定 重力 场 中 竖 直 放置 的 长 杆 (长 度 为 1) 的 形变 . 
解 : 取 z 轴 沿 杆 轴 的 方向 ,而 xyY 平面 为 杆 下 端的 平面 . 平衡 方程 是 
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xi Ox, ” Ox 
在 杆 的 侧 表 面 上 , 除 go 外 ,0 的 所 有 分 量 都 应 当 是 零 , 而 在 其 上 端 (z =1) ,au = 
oz =0s =0. 满足 这 些 条 件 的 平衡 方程 的 解 是 : 
Ce =-p8(L -2), 
其 余 的 所 有 分 量 ou =0. 我 们 可 由 aa 确定 ui 的 表达 式 ; 


__pg(!l- 2) 


Oo 
Us = Uy = Epst! 一 z) ， De E Ury 一 ee Wye 


由 此 通过 积分 便 得 到 位 移 矢 量 的 各 分 量 : 


us = FpE(l ~ 2)%, 
uw, = Fpg(l ~ 7)y, 


We a (ny 


u, 的 表达 式 仅 在 杆 的 下 端 表 面 的 一 个 点 上 满足 边界 条 件 u, =0. 因此 ,所 得 到 的 
解 在 杆 下 端面 附近 不 适用 . 

2. 假定 空心 球 的 内 部 压强 为 Pi ,外 面 压强 为 p,, 试 确定 室 心 球 ( 内 、 外 半径 
分 别 为 R, ,RR,) 的 形变 . 

解 :引进 原点 位 于 球 心 的 球 坐 标 . 位 移 失 量 玉 的 方向 处 处 沿 着 半径 且 只 是 
的 函数 . 因此 ,VY Xu =0, 而 方程 (7.5) 化 为 





VYy'u=0. 
于 是 
Vu EE 
dr 
或 
b 
w= ar+7. 
r 
应 变 张 量 的 分 量 ( 见 式 (1.7)): 
2 , 
u “0-3 Uo = Use 二 + 本 
径 向 应 力 : 
E 
OF， [(1 — Oo)u, +2ouoo] > a 


"(1l+0o)(l -20) 下 
其 中 的 常数 a,b 由 边界 条 件 确定 . 边界 条 件 是 : 当 r=RI 时 o,= -pi; 当 r=R, 
时 ov = -ps. 由 此 得 到 











i 
OS DE id 
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汪汪 PiRi - PRa 1 一 2C 
R; — R: E 





让 Ra R2(P) -P2) 1+a 
R; -Ri 2E 


因此 ,如 果 球 的 内 部 压强 p, =p, 而 在 外 部 p, =0, 则 沿 着 球 厚度 的 应 力 分 布 
由 如 下 公式 给 出 : 











PR /1 RR PR1 R? 

A 
2 

对 于 厚度 及 =RR, 一 R, << 尺 的 薄 球 壳 , 则 有 近似 公式 : 


a 
Eh ps Dh 


令 尺 


1 =RR, R, = % ,pi =0,p, =p 即 可 得 到 具有 球 腔 (半径 为 尺 ) 的 无 限 弹 性 
介质 在 承受 各 向 均匀 压缩 时 的 应 力 分 布 : 


3 
Oo, =-zll -与 )， Op = Opp =-p[1 + 六) 
在 球 腔 的 边界 上 ,与 球 腔 相 切 方向 的 正 应 力 gw =0。s = -3p/[2, 即 已 超出 无 限 
远 处 的 压强 ， 
3.， 试 确定 半径 为 尽 的 实心 球 在 自身 引力 场 作用 下 的 形变 . 


解 :在 球体 单位 质量 上 作用 的 引力 等 于 -gr/R, 将 该 式 代入 方程 (7.3) 替 换 
式 中 的 g, 即 得 如 下 的 径 向 位 移 方 程 : 








五 (1 - ar) d 1 d(ru) 二 r 
(1 +o)(l1 -20) dr ) sR 
利用 在 r=0 时 解 有 限 并 满足 + = 中 时 g,=0 的 条 件 , 求 得 解 为 
_ gpR(1 - 20)(1 +0),|3 -0 | 
10E(1 - o) lt+o Rl 
注意 ,在 半径 为 R[(3 -oo)/3(1+0o)]“ 的 球面 的 内 部 ,材料 是 受 压缩 的 
(ur <0) ,而 在 该 球面 的 外 部 ,材料 是 党 拉 伸 的 (ur >0). 球 心 处 的 压强 等 于 





4. 试 确定 内 外 半径 分 别 为 RR 和 RR, 的 空心 圆柱 形 管 


管 的 形变 ,假定 管 的 内 部 
压强 为 p, 管 的 外 部 没有 压强 作用 @， 


解 : 引 入 柱 坐 标 , 取 圆柱 形 管 的 中 心 轴 为 z 轴 . 当 沿 着 圆柱 形 管 施加 均匀 压 
力 时 ,形变 是 单纯 的 径 向 位 移 u, =u(r). 类 似 于 习题 2, 现在 是 
i re) 


= const = 24a. 
r dr 





”在 习题 4,5,7 中 都 假设 图 








柱 体 保持 固定 长 度 , 因 此 不 存在 纵向 形变 . 
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由 此 
6 
= ar 二 一. 

应 变 张 量 不 为 零 的 分 量 ( 见 式 (1.8)) 为 

U Ed 也 2 Ee A 

: a . 呈 到? Po 9 
由 条 件 r=R, 时 Or =0 和 r=R, 时 LO -pp, 我 们 得 到 

ss PR (1+o)(l -20) ,_ PRR 1l+o 
R; — R1 E RR-R 五 


应 力 洛 管 的 厚度 的 分 布 由 下 式 给 出 : 


这 2 2 3 

ph R; pR: R; 

IT = 1 ~ 一 |，0 = [1 + 一 |， 
到 -二 引 9 | ) 


r 





pRi 

Ra -Ri 
5. 圆柱 体 绕 柱 轴 匀速 旋转 , 试 确定 其 形变 ， 

解 : 以 离心 力 pO2r (人 2 为 角速度 ) 代替 式 (7.3) 中 的 重力 项 , 则 得 到 在 福 坐 
标 系 中 位 移 w, =u(r) 的 方程 : 
E(1 ~- 0) 人 d(ru) 

(1 +o)(1 -20) dr\ir dr 
在 r=0 时 有 限 并 满足 条 件 r=R 时 og,=0 的 解 为 : 
(1 +o)(1 -20 
， ts ) 
6. 受到 非 均 名 加 热 的 球体 内 温度 按 球 对 称 分 布 , 试 确定 其 形变 . 

解 :在 球 坐 标 中 ,对 于 单纯 径 向 形变 的 情形 ,方程 (7.8) 可 写 为 


CO 3 20 





) 二 ~ p{2r. 





r[ (3 -20)R* -7r]. 





ad 1 d(riu) l+o dT 
让 dr j= “5 -0o) dr 
在 r=0 时 有 限 并 满足 条 件 r=R 时 og,,=0 的 解 为 : 
-ww_L+a ffLrrnpPpd+zL-2c) rrr 
Fs )ridr+ es | TC rarl. 


将 温度 T(r) 的 起 算 温度 定 为 这 样 的 温度 值 ,使 在 该 温度 下 已 被 均匀 加 热 的 球体 
可 认为 是 未 形变 的 . 此 处 选取 球体 外 表面 温度 作为 这 个 起 算 温 度 , 因 此 T(R) = 
0. 

7， 试 确定 具有 轴 对 称 温 度 分 布 的 非 均 匀 受 热 圆 柱 体 的 形变 . 

解 :在 柱 坐 标 系 中 ,用 类 似 的 方法 可 求 得 : 


a a {ra +(1 -2c) 二 [ 70)rar} 


uw 二 
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8. 无 限 弹性 介质 具有 给 定 的 温度 分 布 T(x,y,z) ,在 无 限 远 处 温度 趋 于 常 
数值 To , 且 此 处 介质 没有 形变 , 试 确定 无 限 弹 性 介质 的 形变 . 
解 :方程 (7.8) 有 一 个 明显 的 解 , 其 中 


l+o 
Vxu = 0,， V-:u= oT ot (*,Y,7) -7,]. 


车 矢量 刀 的 散 度 为 定义 于 整个 空间 并 在 无 限 远 处 为 震 的 给 定 浮 数 ,而 该 矢量 的 
族 度 恒 为 零 , 则 由 矢量 分 析 可 知 ,可 写 为 如 下 形式 : 


u(x,y,z) = -了 v/> “u(x AME ) dy ， 
TT r 








其 中 r= V(x-x') + (yy) + (zz). 由 此 得 到 该 问题 的 一 般 解 形式 : 


_ all+o) ee 
We l12T(1 -0o) | r es tl) 





其 中 T=T(x’,y',z'). 
如 果 在 无 限 介质 的 很 小 一 部 分 体积 ( 取 在 坐标 原点 ) 中 给 以 有 限 热 量 9, 则 
温度 分 布 可 以 写 为 (C 为 介质 的 热 容 ): 
T-7 = 全 8(xz)8(y)8(z) ， 


式 中 8 是 8 函数 .这 时 ,公式 (1) 中 右 端 的 积分 等 于 gjCr, 而 位 移 拓 量 由 下 式 
给 出 : 


六 三 a(l +o)g rr 
12T(1 ~- oC 


9， 试 导出 用 应 力 张 量 分 量 表示 的 (无 体力 时 ) 各 向 同性 物体 的 平衡 方程 . 
解 : 待 求 的 方程 组 除了 包括 三 个 平衡 方程 


00. 
Oi -0 (1) 
ON: 


外 ,由 于 wi 的 六 个 不 同 分 量 不 是 独立 量 的 事实 ,同时 还 包括 一 些 其 它 的 方程 . 为 
了 导出 这 些 方程 ,首先 写 出 应 变 张 量 wi 的 分 量 应 满足 的 一 组 微分 关系 式 . 显然 
| | 





Ui 二 万” 


2 


OX Ox 
恒 满足 关系 式 

9 an On Ou 9 wp 

OX OX, OxiOXs OxrOX, Ox,Ox, 
这 里 总 共有 六 个 本 质 上 不 相同 的 关系 式 (分 别 对 应 于 ,1,m 为 1122,1133， 
2233 ,1123 ,2213 ,3312) ,我 们 保留 所 有 这 些 关 系 , 将 上 面 的 张 量 等 式 按 指标 1,m 
缩 并 可 得 
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E Oa i (2) 
XiOX; OXOX) OXi0%, 

根据 式 (5.12) 将 以 on 表示 的 ui 代入 上 式 ,并 计 及 式 (1), 则 得 到 所 要 求 的 
方程 





Au, + 





a’ 
On = 0. (3) 
OX ONX, 


即使 沿 整 个 物体 存在 着 恒定 的 外 体积 力 , 这 些 方程 仍 成 立 . 
将 方程 式 (3) 按 指标 i,k 缩 并 ,得 到 





(1 +o)Ao, + 


Aon = 0， 
即 ov 是 调和 函数 . 现在 ,对 方程 (3) 作 用 算 子 A, 则 得 到 
AAo,; = 0， 


即 分 量 oj, 是 双 调 和 函数 . 其 实 , 由 于 oy 和 wis 之 间 的 线性 关系 ,这 些 结论 也 可 以 
直接 由 式 (7.6) 和 (7.7) 得 到 ， 

10. 试用 任意 的 双 调 和 矢量 表示 (无 体力 时 ) 平 衡 方程 的 通 解 ( 人 徊 辽 人 金 (B. 
T. TanépkurH) ,1930). 

解 :我 们 要 寻求 的 方程 (7.4) 的 解 自然 具有 下 面 的 形式 ，; 

u = Af+AVY':I. 
因此 ,V .zz=(1+4)V .AF 将 其 代入 式 (7.4) ,得 到 
(1 -20)AAf + [2(1 - go)A4 +1] V(V: Af) =0. 

由 此 可 见 , 如 果 了 是 任意 的 双 调 和 矢量 , 即 满足 


AAf = 0， 
则 
1 
A 
11， 试 在 极 坐标 系 r,p 中 用 应 力 函 数 的 导数 表示 平面 应 变 时 的 应 力 Cn， 
OC py» rp 


解 :由 于 未 知 的 表达 式 不 依赖 于 极 角 p 初始 值 的 选择 ,所 以 式 中 不 会 以 显 
式 包含 p. 因此 ,可 以 采取 以 下 步骤 :将 式 (7. 10) 中 对 笛 卡 儿 坐 标的 导数 代 换 为 
对 变量 r,p 的 导数 .: 然 后 我 们 注意 到 , 当 p =0( 角 gp 从 % 轴 算 起 ) 时 ,有 


OO, = Os Coy = Oy), Op = Ory 
se J ox, _ 2/1% 
Or 后 2 op 2 Oop = 372 Crm 一 | 二 | 
， 带 有 球形 空 腔 的 无 限 弹 性 介质 在 无 限 远 处 具有 均匀 形变 , 试 确定 其 应 


pe 
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解 :一 般 的 均匀 形变 可 以 表示 为 各 向 均匀 拉 伸 (或 压缩 ) 和 均匀 剪 切 的 又 

加 . 各 向 均匀 拉 伸 (或 压缩 ) 已 在 习题 2 中 研究 过 了 ,这 样 ,只 需 研究 均匀 剪 切 形 
变 就 够 了 . 

设 io 为 均匀 应 力 场 . 它 在 没有 空 腔 时 存在 于 整个 空间 . 在 纯 剪 切 情 况 ， 
ai =0, 相 应 的 位 移 夭 量 用 ac 表示 . 将 待 求解 表示 为 到 =&0 + ,其 中 函数 
um 为 室 腔 引起 的 位 移 , 在 无 限 远 处 为 零 

双 调 和 方程 的 每 一 个 解 ,都 可 以 写 为 中 心 对 称 解 及 其 对 坐标 的 各 阶 导 数 之 
eS OS et a a 值 张 量 g% 





分 量 (作为 参量 ) ,而 且 在 无 限 远 处 趋 近 于 零 的 双 调 和 秋 量 ul 的 最 一 般 形式 

， 
3 3 
有 人 oS 和 Coe a eo 

将 此 式 代 入 方程 (7.4) ,得 

(1 yd de [2(1 -20)C + (4 +2C)1]o 0 1 = 0. 
OX OX, Ox OXi0X1OX T 
由 此 
A=-4C(l1 -0o). 

由 空 腔 的 边界 条 件 ， 


当 r= 尺 时 ， (go +o% )n, =0 ; 
a 坐标 原点 选 在 空 腔 中 心 ;fh 为 方向 的 单位 矢量 ) ,还 可 以 
得 到 常数 4,B,C 之 间 的 两 个 关系 . 借助 于 式 (1) ,经 过 十 分 完 长 的 计算 , 即 可 导 
es 











PCR rr_sRC+c) 
= 5， 2E(7 -5g) 
分 布 的 最 后 表达 式 为 ; 
| 
7 (4) [eo . ee + ae un) t 


i | 


15 Ri 
re ea ee 四 
为 了 求 出 在 任意 oj (而 不 是 纯 剪 切 ) 的 情形 中 的 应 力 分 布 ,必须 用 oo - 
于 8ac 色 代替 名 ,并 加 上 对 应 于 无 限 远 处 为 均匀 形变 的 表达 式 (与 习题 2 比 
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较 ) 
1 Ri 
了 [as 芋 FS 一 3nminy) | 


这 里 我 们 写 出 在 一 般 情 形 下 得 到 的 空 腔 边界 上 应 力 的 结果 : 
LS 


(0 0 0 (0) 
Oi = 1(1-— o)(oW) ob Ynn, oi nn,) 十 Om MnNiN 一 


7 -So 





oo nn dy + 2 (6 一 mm ) | 


孔 边 附近 的 应 力 极 大 地 超过 了 无 限 远 处 的 应 力 ,并 且 这 个 应 力 的 增加 具有 
明显 的 局 部 特性 , 即 随 着 距离 的 增加 应 力 急 剧 衰减 (这 种 特性 称 为 孔 边 应 力 集 
中 ). 例如 ,如 果 介质 承受 单一 的 均匀 拉 伸 (只 有 ug 不 为 零 ) , 则 最 大 应 力 将 出 
现在 空 腔 的 赤道 圈 上 ,并且 在 那里 
27 - 1$o (0 


og. = 


w= 23(7 5g)” s 

“$8 以 平面 为 边界 的 弹性 介质 的 平衡 

现在 来 讨论 充满 半 无 限 空 间 的 弹性 介质 , 亦 即 处 于 无 限 平面 一 侧 的 弹性 介 
质 . 我 们 来 确定 在 作用 于 介质 自由 表面 上 的 力 影响 下 介质 的 形变 ?. 这 些 力 的 分 
布 只 需 满足 一 个 条 件 ; 它 们 在 无 限 远 处 必须 为 零 , 以 使 在 无 限 远 处 不 发 生 形变 . 
在 这 样 的 情形 下 ,平衡 方程 可 以 在 一 般 形 式 下 积分 ( 布 西 内 斯 死 (本 Bouss- 
inesq) ,1885 ). 

在 介质 占有 的 整个 体积 内 ,平衡 方程 (7.4) 是 











VVY'u+(l-20)Au =0. (8.1) 
我 们 寻求 这 一 方程 如 下 形式 的 解 : 
MU = 了 +YV9. (8. 2) 
式 中 9 是 某 个 标量 函数 ,而 矢量 了 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
Ap =0. (8.3) 
将 式 (8.2) 代 入 式 (8.1) , 即 得 到 关于 9 的 方程 : 
2(1 -oao)Ap =-V':f. (8.4) 


取 弹 性 介质 的 自由 表面 为 xy 平面 ,介质 所 占 的 区 域 对 应 于 z 的 正 值 . 将 函数 
和 _/ 写 为 函数 g, 和 g, 对 z 的 导数 形式 : 


98: -2 8 
£ EE 02 ? 为 oe dz (8.5) 





@ 解决 所 提问 题 的 最 直接 和 最 标准 的 方法 是 使 用 傅 里 叶 方 法 解 方程 (8. 1). 但 是 ,这 时 必须 进行 十 
分 复杂 的 积分 计算 ， 以 下 讲述 的 基于 一 系列 人 为 技巧 的 方法 ,计算 起 来 比较 简单 . 
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因为 和 是 调和 函数 ,所 以 总 可 以 选择 函数 g, ,8, 使 其 满足 拉 普 拉 斯 方程 
Ag, =0, Ag, =0. (8.6) 
方程 (8.4) 现 在 具有 如 下 形式 : 


2(1 - o)Ayg Se 4 





十 
0z\ dx 0y 
由 于 g, ,8, ,/; 都 是 调和 函数 , 故 不 难 证 实 满 足 这 一 方程 的 函数 p 可 以 写 为 
2_ 7 D8 98, | 
Ww ra 6 
式 中 的 仍 为 调和 函数 ; 
Al = 0. (8.8) 


这 样 一 来 ,就 把 确定 位 移 w 的 问题 ,归结 为 寻求 函数 g.,8g, ,上 和 峭 的 问题 ， 

现在 我 们 写 出 在 介质 自由 表面 (z=0 平面 ) 上 必须 满足 的 边界 条 件 . 

因为 表面 外 法 向 单位 矢量 n 的 指向 与 z 轴 的 负 方 向 一 致 , 故 根据 边界 条 件 
的 一 般 公式 (2.9) ,应 有 ou = -Pi. 对 于 oy 利 用 一 般 表达 式 (5. 11) ,并 通过 辅 
助 量 g,,g, ,f.,W 表示 矢量 w 的 分 量 ,经 过 简单 计算 后 即 得 如 下 边界 条 件 : 



































dg dr1-20 1 0g, 08 oy 
% a 一 一 一 一 | 一 一 工 + 2 一 一 
2 | yt 2(1 | ox | | z=0 
= -to p,, 
. a | (8.9) 
Er + 也 2 ( 笃 8) 12 | 
922 9y (2(1 -oy 2(1 -oa)\ ax 97 0z z=0 
2(1 +o) 
a 
信 -( 坚 ， 2]+2 引 ] 全 和 (8. 10) 
0z 9 和 07 9z |,- 





作用 于 表面 的 外 力 分 量 P. ,P, , 忆 是 坐标 *,y 的 已 知 函 数 ,在 无 限 远 处 这 些 

引入 辅助 量 g,,g, 大 示 的 公式 还 不 能 完全 单 值 地 确定 这 些 函 数 ,在 选择 这 
些 函 数 时 仍 留 有 某 些 任意 性. 因此 ,还 可 以 对 这 些 量 增加 若干 任意 的 补充 条 件 . 
一 个 方便 的 办 法 是 利用 令 处 于 方程 (8.9) 大 括号 内 的 量 为 零 作 为 这 样 的 补充 条 
件 ®， 








0 0 (8. 11) 





中 这 里 我 们 不 去 证 明 是 否 允 许 补充 这 样 的 条 件 , 但 从 所 得 结果 不 存在 矛盾 , 便 可 以 断定 这 样 做 的 
可 能 性 是 显然 存在 的 . 
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于 是 ,条 件 (8.9) 被 简化 为 


法 志 
3 8. Ee Se 
0z |,-0 E oz |,-0 E 


由 方程 (8. 10) 一 (8. 12) 足 以 完全 计算 出 调和 函数 g, ,8, ,f:,. 

为 了 以 后 书写 公式 简便 ,我 们 来 研究 在 弹性 半空 间 的 自由 表面 上 作用 有 和 集 
中 力 FF 的 情形 , 即 力作 用 在 表面 极 小 的 可 以 认为 是 点 的 区 域 上 . 此 力 的 作用 ,可 
以 写 为 按照 














P = FS(x)8(y) 
的 规律 分 布 的 表面 力 的 作用 , 式 中 8 是 8$ 函数 ,而 坐标 原点 就 选 在 施 力 点 上 . 得 
到 集中 力 问题 的 解 后 ,就 可 以 直接 构造 任意 分 布 力 P(x,y) 问 题 的 解 . 即 是 说 ， 
如 果 





Wi = Ga(%,y,2) PF, (8.13) 
为 施加 于 坐标 原点 的 集中 力作 用 下 的 位 移 , 则 在 P(x,y) 作 用 下 的 位 移 可 由 
下 面 的 积分 给 出 2: | 
Ws eax -=， y -Yaz)P(Cz 7yY )dz dy (8. 14) 
由 热 论 可 知 , 如 调和 函数 /在 无 限 远 处 为 零 , 且 在 z=0 的 平面 上 具有 给 定 
的 法 向 导数 aaz, 则 可 由 如 下 公式 确定 : 


flx,y,z2) = - 直 ] 半 ,yz 1) 


r= Vs x) + (yy) Ts 
因为 3g,/6z 和 3g,/9z 以 及 方程 (8. 10) 大 括号 内 的 量 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 
而 等 式 (8. 10) 和 (8. 12) 刚 好 确定 它们 在 z=0 平 面 上 的 法 向 导数 ,于 是 有 
ee (加 + 各)+2 间 _l+o a _ (8.15) 








Er 
r 














Ox 0y 0z mE 
Gg8s LIL+aP G8, _1l+oh, (8 16) 
Oz TE 7 Oz TE rr’ : 


式 中 = Vs + 办 +2 
在 待 求 矢量 z& 的 分 量 表达 式 中 不 含 g,,g, 本 身 , 而 只 含有 它们 对 %,y,z 的 
导数 . 为 了 计算 3g,/9x,08,/6), 将 等 式 (8.16) 分 别 对 x 和 yy 求 导 数 : 
Gg, 1+oF,x dg __1+oF,y 


Bxgz nh rr” 9y9z TE rp. 
现在 从 w 到 z 对 dz 积分 以 上 两 式 , 得 


@ ”按照 数 学 的 术语 ,6 是 关于 半 无 限 介质 平衡 方程 的 格林 (Green) 张 量 . 
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0g8。 1 + FF,x G8, 1+a Fy (8.17) 
dx TB rr+z” dy nkE rr+z) 


这 里 我 们 不 再 进一步 去 作 余下 的 简单 但 却 十 分 烦琐 的 计算 . 先 从 方程 
(8.11),(8.15) 和 (8.17) 求 出 和 69yw/9z. 知道 了 9w/6z 后 , 先 把 它 对 z 积 分 , 然 
后 再 分 别 对 x 和 y 求 导数 ,就 很 容易 计算 出 9y/9x,9w/3y. 这 样 就 得 到 了 按 式 
(8.2),(8.5),(8.7) 计 算 位 移 矢 量 时 所 需要 的 各 个 量 . 结果 得 到 最 终 的 公式 : 

_1 + { [和 _(l 0s|F ,20 dl 申 














i 2mE r(r+z) r(r +z) 
[2r(or+z) +z ]% 
” 疡 (7 + 2)” Cs | 
_l+offy (1 -20)y .20 ~ o)rits 
3 27E {[: r(r+z) | r(r+i+z) 2 


,Ll2r(or +z) +2z ]y 
Rs (xP, os 


| 











(8.18) 





特别 是 , 令 z=0 时 ,可 得 到 在 介质 自由 表面 上 各 点 的 位 移 公 式 : 


1+a1 (1 ~ 2o)x 20% 
= - 全 下 
多 过 二 0 











es 2 + S87(aF, + yp,))}, 





27E 7 
_l+ol 
入 2 -og)F +(l -20) 工 (xp， +yF,)}. 


(8.19) 
习 题 
无 限 弹性 介质 的 局 部 小 区 域 受 到 作用 力 玉 , 试 确定 介质 的 形变 (W. 汤姆 森 
(W.Thomson) ,1848 ) 中 . 
解 : 在 研究 远大 于 作用 力 区 域 尺度 的 距离 上 处 的 形变 时 ,可 以 认为 力 是 施加 
在 一 个 点 上 的 . 0 2)) 


_ 2(1+a) 
A Ve E 
(8(7r) 三 85(%x)8(y)8(z), 坐 标 原点 选 在 力 的 作用 点 ). 设 解 的 形 5 式 为 UW=Uo+ 





Au + F8(r) (1) 








@@ 任意 的 无 限 各 向 异性 介质 中 的 类 似 问 题 已 由 HT. 栗 弗 席 兹 和 I. 罗 森 芯 韦 格 解决 (1. M. 
JTxgman ,有 1. H. PoseHaeir ,实验 物理 和 理论 物理 杂志 (水 3T@ ) ,1947 ,17 :783 ) . 





. 30. 第 一 章 ”弹性 理论 的 基本 方程 








Ui ,其 中 zu 满足 泊 松 方程 : 


二 -FS(P， (2) 
相应 地 得 到 Ul 的 方程 : 
VV:u+(l -20)Au, =- VV.:u. (3) 
方程 (2) 在 无 限 远 处 为 零 的 解 为 
_l+oF 





WW InE rr 
对 方程 (3) 应 用 旋 度 算 子 , 则 得 到 A VY xui =0. 在 无 限 远 处 应 有 V xz =0, 但 
是 ,在 整个 空间 内 调和 且 在 无 限 远 处 为 零 的 函数 恒 等 于 零 . 于 是 ,V x ui =0, 并 
且 相 应 地 可 以 将 写 为 本 =Vgp, 由 式 (3) 得 到 
VI2(1 -ogo)Ap +V:u| =0. 

由 此 得 出 ,位 于 上 式 大 括号 里 面 的 量 是 常量 ,而 且 在 无 限 远 处 它 必 须 为 零 , 所 以 
在 全 空间 里 ,有 

V 下 

A es ee 
如 果 由 是 方程 Ay =1/r 的 解 , 则 
1l+o 
2 一 450T 


取 无 奇异 性 的 解 峭 =r/2 ,我 们 得 到 


vy. 


l+o (F.n)n-F 
8T7E(l -ar) 7 

式 中 严 为 径 秋 了 方向 的 单位 矢量 . 最 后 有 
1 + Cr (3 -40)F +n(n:F) 





ul =Vo= 








人 87E(l1 -0o) r 
将 此 式 代 入 (8. 13) 式 ,得 到 各 向 同性 无 限 介 质 平衡 方程 的 格林 张 量 人 了 ;: 
了 1 _ li 1 327 
Cr | es | 
8$9 固体 的 接触 


设 两 个 固体 在 一 点 相互 接触 ,该 点 不 是 它们 表面 上 的 奇 点 (图 1(a) 表 示 通 
过 接触 点 0 附近 的 两 个 表面 的 横 截 面 ). 在 这 个 接触 点 上 ,两 表面 具有 一 个 共同 
@， 将 齐 次 性 的 概念 应 用 于 式 (1) 时 , 张 量 Cx 的 分 量 是 坐标 *,7,z 的 一 次 齐 次 函数 这 个 事实 是 很 显 


然 的 ,因为 式 (1) 左 端 是 矢量 w 分 量 的 二 次 导数 的 线性 组 合 ,而 右 端 是 三 次 齐 次 陪 数 (8(ar) = 
a “35(7) ). 这 一 性 质 在 一 般 的 任意 各 向 异性 介质 情形 仍然 成 立 . 
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的 切 平面 ,我 们 把 它 取 作 xy 平面 ,而 z 轴 的 下 
方向 对 于 两 个 物体 是 不 相同 的 . 我 们 约定 :对 
于 每 个 物体 ,z 坐标 都 以 指向 物体 内 部 的 方向 
为 正 ,相应 地 用 z 和 z' 表 示 . 

众所周知 ,在 坐标 平面 (xy 平面 ) 上 的 通 
常 切 点 (接触 点 ) 附 近 ,曲面 方 程 可 以 写 为 

2 = MopXauXp (9.1) 

式 中 重复 指标 a,B6 表示 按 数值 1,2 求 和 (x = 
%, %2 =yY) ,而 xu 为 表征 曲面 曲率 的 二 阶 对 称 
张 量 ( 张 量 xu 的 主 值 等 于 1/2R, 和 1/2R, ,其 
中 R,,R, 为 曲面 接触 点 处 的 主 曲率 半径 ). 对 
于 接触 点 附近 第 二 个 物体 的 曲面 ,可 以 写 出 类 
似 的 关系 式 : 





+ 


2 三 HogXaXp: (9.2) 
现在 我 们 假设 两 个 物体 因 受 力 而 被 挤 压 ， 
结果 它们 相互 接近 了 某 段 小 距离 A@. 于 是 ,在 物体 表面 初始 接触 点 的 邻近 发 生 
凹陷 ,物体 已 不 再 在 一 个 点 ,而 是 在 表面 的 某 个 有 限 小 区 域 相 接触 . 设 w 和 
分 别 为 挤 压 时 两 个 物体 表面 上 各 点 沿 z 轴 和 z' 轴 的 位 移 矢 量 的 分 量 . 图 1(b ) 中 
的 虚线 表示 没有 形变 时 的 物体 表面 ,而 实 线 表示 受 挤 压 后 物体 的 表面 . 字母 x 和 
z 分 别 表示 由 等 式 (9.1) 和 (9.2) 确 定 的 长 度 . 由 图 可 直接 看 出 ,在 接触 区 域 的 
所 有 点 上 存在 如 下 的 等 式 : 


(z+u,)+(z +u’) =h, 








或 
(xog+ Hag) Xarag + Is + us =h. (9.3) 
在 这 个 区 域 以 外 的 点 ,由 于 两 个 表面 没有 接触 ,有 不 等 式 
z+2 +u, tu >h. 
我 们 这 样 来 选择 x,y 轴 的 方向 ,以 使 得 张 量 xs + x 化 为 主轴 表示 . 将 该 张 
量 的 主 值 表示 为 4 和 8, 则 等 式 (9.3) 可 改写 为 
4 和 + By +u,+u’ =h. (9.4) 
不 加 推导 ,我 们 直接 引入 量 4,8 与 两 个 表面 的 曲率 半径 R,,R, 和 Ri,R; 之 间 关 
系 的 公式 : 





1 1 1 1 
2(4 Ea 
(A+B) 天 天 上 天 + 已， 











DD 弹性 理论 接触 问题 是 由 赫兹 (H. Hertz,1882 ) 首 先 解 决 的 ， 
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2 乞 
A(A 8B) 人 吕 | 人 ye + 2eos29 人 元 i -到 )， 


式 中 9 是 曲率 半径 分 别 为 R, 和 Ri 的 两 个 法 鹤 面 之 间 的 夹 角 . 曲率 半径 的 符号 
为 :如 果 曲 率 中 心 位 于 相应 物体 的 内 部 , 设 其 为 正 , 反 之 为 负 . 
用 P.(*,y) 表 示 在 接触 点 上 两 个 受 挤 压 物 体 之 间 的 压强 (在 接触 区 域 之 
外 ,自然 有 了 P, =0). 在 确定 P, 和 位 移 w,,u! 之 间 关 系 时 ,可 以 足够 精确 地 把 物体 
2 并 且 能 够 利用 前 一 节 得 到 的 公式 . 按照 式 (8. 19) 的 第 三 
个 公式 (同时 顾及 式 (8. 14) ) ,由 于 法 向 力 P(x,7) 的 影响 ,位 移 w,,u; 可 由 下 面 
0 























_1l-o Se Ep 
| (9.5) 





全 1 过 ea ) gdy’ 


(a,o' 和 EF,E' 分 别 为 两 个 物体 的 泊 松 比 和 拉 伸 模 量 ); 因 为 在 接触 区 域 之 外 
P, =0, 所 以 这 里 的 积分 可 以 只 在 接触 区 域内 进行 . 注意 ,由 这 些 公式 得 到 的 位 
移 比 wju: 为 常数 ,并 等 于 
u, _ (1 -0o)E’ 
ee We 
关系 式 (9.4) 和 (9.6) 一 起 直接 确定 了 接触 区 域内 的 形变 , 亦 即 位 移 w, ,ws 的 分 
布 (自然 ,公式 (9.5) 和 (9.6) 也 适用 于 接触 区 域 以 外 的 点 ). 
将 表达 式 (9.5) 代 入 式 (9.4) ,得 到 
一 人 人 2 = 天 0 
职 分 方程 确定 接触 压强 P, 在 接触 区 域 上 的 分 布 . 它 的 解 可 从 与 下 述 熟 知 
2 从 关系 式 的 类 比 得 到 . 促使 我 们 利用 这 一 类 比 的 想法 源 于 如 下 事实 :其 一 ， 
方程 式 (9.7) 左 端的 积分 与 势 论 中 用 以 确定 某 种 电荷 分 布 产 生 的 电势 的 积分 属 
于 同一 积分 类 型 ;其 二 ,均匀 带电 椭 球 内 部 的 静电 势 是 坐标 的 二 次 函数 . 
如 果 在 三 轴 椭 球 

















内 电荷 按 体积 均匀 分 布 ( 体 密度 p 为 常数 ) , 则 椭 球 内 部 的 静电 势 由 如 下 表达 式 
确定 : 

X,Yy,2) = TDapc - 1 一 乞 站 = 
0 | oO+é P+é Ce re es +E)(D +E) (CE +é) 
在 z 轴 方向 变 为 极 扁 的 椭 球 的 极限 情形 ,相当 于 令 ~*0 ,由 此 得 到 
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2 2 


bq = se a 3 
Oe re 


(自然 ,在 取 一 0 的 极限 时 ,同时 也 应 令 椭 球 内 部 点 的 z 坐标 等 于 零 ). 另 一 方 
面 , 势 p(x,y,z) 可 以 写 为 下 面 的 积分 形式 : 


dx’'dy’dz’ 
p(x,y,z) -f= Pr YE 
i 














+) te 
式 中 的 积分 是 对 构 球 体积 进行 的 . 这 里 ,在 取 。»0 的 极限 时 ,应 该 令 根 式 内 的 
:= =0, 在 *of 1 - 生 -到 】 限制 的 区 间 内 对 dz 进行 积分 ,得 到 
dx’'dy’ x oy PE EE 
0 
式 中 的 积分 是 对 椭圆 x*/a? + y /6 =1 内 部 的 面积 进行 的 . 使 上 面 给 出 的 
9(*,7) 的 两 个 表达 式 相等 , 则 得 到 下 面 的 恒等式 : 
至 糙 1 ) dé | 
t by 2D oté b+é More + 
(9.8) 
将 以 上 关系 式 与 (9.7) 式 比较 ,我 们 看 到 :它们 的 右 端 是 同一 类 型 的 * 与 y 
的 二 次 函数 ,而 在 它们 的 左 端 则 是 同样 类 型 的 积分 . 由 此 可 以 立即 得 出 结论 : 物 
体 接触 区 域 ( 即 式 (9.7) 中 的 积分 区 域 ) 处 于 椭圆 
a 
2 + a 1 (9.9) 
内 部 ,而 且 两 数 已 (z,y) 应 具有 如 下 形式 ; 
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~ 了 
P(x,y) = const ， 三 


a ob 
选择 常数 const, 使 在 接触 区 域 上 的 积分 |P.dxdy 等 于 给 定 的 使 两 个 物体 相互 挤 


压 的 合力 ,我 们 就 得 到 
P,(x,y) = - 气 - 评 
此 式 给 出 了 压强 在 接触 区 域 面 上 的 分 布 规律 . 注意 ,在 接触 区 域 中 心 的 压强 为 
平均 压强 fF/mab 的 1.5 售 . 
将 式 (9.10) 代 入 方程 (9.7) ,并 将 其 中 所 得 的 积分 以 (9.8) 的 表达 式 代 换 ， 


(9. 10) 











号 本 y 
2 (1 2 ) 一 一 和 一 一 -4 -By, 


Va +éE) (Db +éE)E 


a +é bb 二 
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其 中 
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对 于 椭圆 (9.9) 内 的 所 有 %,y 值 ,这 个 等 式 恒 成 立 , 所 以 ,等 式 两 端 * 和 yy 前面 
的 系数 以 及 自由 项 都 应 该 分 别 相等 . 由 此 求 得 下 面 的 关系 式 : 























| em (9. 11) 
TH Va +é)(b + EE 
下 dé 
Th a+rE) Va rE +e)E i 
_ EDP dé | 








TT? (b+éE Va +é) (Db +E)E 

方程 (9. 12) 根 据 所 给 的 力 下 确定 了 接触 区 域 的 半 轴 a 和 3 (对 于 给 定 的 物体 ,4 
和 B 是 已 知 的 ). 然后 ,由 关系 式 (9. 11) 确定 力 和 因 它 而 引起 的 物体 靠近 距 
离 h 之 间 的 关系 . 位 于 这 些 方程 右 端的 积分 都 是 椭圆 积分 . 

至 此 ,关于 物体 接触 的 问题 就 可 以 认为 是 完全 解决 了 . 物体 在 接触 区 域 以 
外 的 表面 形状 (即位 移 w,,u') 也 由 公式 (9.5),(9. 10) 确 定 ,而 且 积 分 值 可 以 立 
即 求 出 ,其 出 发 点 还 是 利用 与 带电 祷 球 体 势 声 的 类 比 . 不 过 ,这 一 次 是 在 椭 球 体 
的 外 部 . 最 后 ,用 前 节 的 公式 同样 可 以 确定 沿 物体 体积 的 形变 分 布 (不 过 ,只 限 
于 在 远 小 于 物体 尺度 的 距离 上 ). 

现在 我 们 将 所 得 到 的 公式 应 用 于 半径 分 别 为 尺 ,R' 的 两 个 球体 的 接触 问题 
上 . 在 这 里 








4 =83 = 于 (二 + 十 ). 


从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,将 有 a =, 亦 即 接触 区 域 是 圆 . 由 式 (9. 12) 得 到 接触 区 
域 半径 a 的 值 : 
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二 这 Fe(D . (9. 13) 
十 


在 现在 的 情形 下 ,h 是 RR+R' 与 两 球 心 距离 之 差 . 由 式 (9. 10) 得 到 请 和 之 间 的 
关系 : 


h= Fe[ 挛 (去 | (9. 14 ) 
注意 ,h 与 圭 到 ”( 挤 压力 的 273 次 方 ) 成 正比 , 反 过 来 , 力 玉 与 短 有 “(由 挤 压力 
引起 的 物体 靠近 距离 的 3/2 次 方 ) 成 正比 . 我 们 还 可 以 写 出 两 球体 接触 的 势能 


U. 注意 , 令 -下 = -3U/9h, 即 得 到 : 





U = hs2 市 (2 


RR’ 172 
i) | (9.15) 


R+R’ 
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最 后 ,我 们 指出 ,形式 为 
h= const. FPF ?, F= const hh 
的 关系 不 仅 对 于 球体 成 立 , 而 且 在 其 它 有 限 尺 度 的 物体 接触 时 也 成 立 . 这 点 从 
相似 性 来 考虑 很 容易 断定 . 如 果 进 行 代 换 : 
a >aa, boab, Fa” F, 
(其 中 a 为 任意 常数 ) , 则 方程 (9. 12) 保 持 不 变 ,而 在 方程 (9. 11) 的 右 端 乘 上 了 
个 ,为 了 保持 方程 不 变 ,必须 用 op 代 闪 ,由 此 得 到 ,FF 必须 正比 于 h. 


习 题 
1. 试 确定 两 个 弹性 球 相 互 碰撞 时 的 接触 时 间 . 
解 : 两 个 球 的 惯性 中 心 处 于 静止 参考 系 中 ,碰撞 之 前 球 的 能 量 等 于 相对 运 
动 的 动能 VV/2, 其 中 为 两 球 相 互 碰撞 时 的 相对 速度 ,而 内 =mm/(mi +m,) 
为 它们 的 约 化 质量 . 当 两 球 碰撞 时 ,总 能 量 等 于 动能 与 势能 之 和 ,动能 可 以 写 为 
Wh/2, 而 势能 为 式 (9.15). 根据 能 量 守恒 定律 ,有 


久 革 + 
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设 两 球 最 大 靠近 距离 为 凡 , 它 对 应 于 两 球 相对 速度 天 变 为 零 的 时 刻 , 并 等 于 


2/5 


二 FF 4/5 
名 3 人 
两 球 碰撞 持续 的 时 间 7( 亦 即 ,h 先 从 0 变 到 凡 , 再 返回 到 0 的 时 间 ) 等 于 


dh 2 


2 人 2{& 
2 | (Hh) (入 | Ts 








4 2/5) /pw y's 2 

2 
在 求解 这 一 问题 时 ,我 们 用 到 了 正文 中 所 得 的 静 力 学 公式 ,从 而 忽略 了 碰撞 时 
球 所 产生 的 弹性 振动 . 允许 这 种 忽略 的 条 件 是 与 声速 相 比 速度 口 要 足够 小 . 不 
过 ,事实 上 昱 在 碰撞 产生 的 形变 超过 材料 弹性 极限 时 ,这 个 理论 的 适用 性 已 受 
到 限制 . 

2. 试 确定 半径 分 别 为 尺 和 尽 ' 的 两 个 圆柱 在 活着 它们 的 母线 挤 压 时 ,接触 
区 域 的 大 小 和 压强 分 布 . 

解 :在 这 种 情形 下 ,接触 区 域 是 沿 圆柱 长 度 的 狭长 条 . 它 的 宽度 为 24a, 而 在 
其 上 的 压强 分 布 可 以 从 本 节 得 到 的 公式 中 ,用 ba 一 oz 取 极 限 的 方法 求 出 . 压强 
分 布 为 如 下 形式 的 函数 : 
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总 
P(x) = const。 /1 


(x 是 接触 狭长 条 党 宽度 方向 的 坐标 ). 设 活 圆柱 单位 长 度 上 的 挤 压力 为 玉 , 我 们 
得 到 








2F 
P,(x) 加 1 a 


将 此 表达 式 代 入 式 (9.7) ,并 借助 于 式 (9.8) 进 行 积 分 , 即 得 
_ 4DFr'r* dé _ 8DF 
3 万 吕 (o2 + €) EE ee 
辐 柱 表面 的 一 个 曲率 半径 是 无 穷 大 ,而 另 一 个 与 圆柱 半径 相同 . 由 此 ,在 给 定 情 
形 下 有 





A 


最 后 , 求 出 接触 狭长 条 的 宽度 : 


_ /1D RR 
“一 A/ 3 R+R” 
§10 遇 体 的 弹性 性 质 


晶体 在 等 温 压缩 时 ,自由 能 的 变化 与 各 向 同性 物体 一 样 ,也 是 应 变 张 量 的 
二 次 函数 . 而 与 各 向 同性 物体 不 同 的 是 ,现在 这 个 函数 所 包含 的 独立 系数 不 再 
是 两 个 ,而 是 多 个 . 
形变 晶体 自由 能 的 一 般 形式 为 
FF= i (10.1) 


式 中 A 是 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 模 量 张 量 . 由 于 应 变 张 量 的 对 称 性 ,所 以 在 交换 
指标 i 与 k,l 与 m, 或 交换 指标 对 i 与 1,m 时 , 积 ww 不 变 . 因此 , 张 量 Am 显 
然 可 以 这 样 来 确定 , 即 对 于 指标 交换 , 它 也 具有 对 称 性 质 : 
Aim = Agm = Aim = Apir: (10.2) 

通过 简单 的 计算 可 以 证 实 , 具 有 这 种 对 称 性 质 的 四 阶 张 量 的 不 同 分 量 的 个 数 在 
一 般 情 形 下 等 于 21. 

根据 自由 能 表达 式 (10. 1) ,应 力 张 量 与 应 变 张 量 的 关系 在 晶体 中 的 形式 
(与 本 节 最 后 一 个 脚注 比较 ) 为 


Oi = oo = Am (10. 3) 


由 于 晶体 存在 着 各 种 各 样 的 对 称 性 ,导致 张 量 A 的 确 不 同 分 量 之 间 出 现 
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了 相互 依存 的 关系 ,使 它们 独立 分 量 的 数目 小 于 219， 

现在 ,我 们 针对 晶体 宏观 对 称 性 的 所 有 可 能 类 型 , 即 按 结 品系 列 顺 序 排列 
的 全 部 晶体 种 类 (参见 本 教程 第 五 着 8$ 130, 8$ 131) 来 研究 张 量 A 各 分 量 之 间 
的 相互 依存 关系 . 

i, 三 斜 晶 系 ”三 斜 对 称 性 (C, 和 C; 类 ) 没 有 对 张 量 Aw 的 分 量 加 任何 约 
东 , 从 对 称 性 的 观点 来 说 ,坐标 系 的 选择 完全 是 任意 的 . 这 时 ,独立 的 不 为 零 的 
弹性 模 量 共有 21 个 . 但 是 ,坐标 系 选择 的 任意 性 对 张 量 A 的 分 量 增加 了 附加 
条 件 . 因为 坐标 系 相对 于 物体 的 取向 是 由 三 个 量 ( 旋 转角 ) 来 确定 的 ,所 以 这 样 
的 条 件 可 以 有 三 个 ; 例如 ,可 以 认为 分 量 中 有 三 个 等 于 零 . 由 此 ,表征 唱 体 弹性 
性 质 的 独立 量 是 18 个 不 为 零 的 弹性 模 量 和 确定 曲轴 取向 的 3 个 角 . 

2. 单 斜 晶 系 ”考虑 C, 类 ; 我 们 选择 坐标 系 使 其 xy 平面 与 对 称 面 重合 . 当 
对 该 平面 作 镜 面 反射 时 产生 坐标 变换 ;xx ,yy,z 一 -z. 张 量 分 量 的 变换 与 相 
应 坐标 乘积 的 变换 是 一 样 的 . 因此 ,很 明显 ,在 进行 上 述 的 坐标 变换 时 , 张 量 
Aim 的 所 有 分 量 中 ,凡是 指标 中 含有 奇数 (1 或 3) 次 z 指 标的 分 量 都 改变 了 自己 
的 符号 ,而 其 余 的 分 量 均 保持 不 变 . 另 一 方面 ,由 于 晶体 的 对 称 性 ,在 相对 于 对 
称 面 作 镜 面 反射 时 ,所 有 表征 晶体 性 质 的 量 (其 中 包括 Axim 的 所 有 分 量 在 内 ) 必 
须 保 持 不 变 . 因此 ,很 明显 ,所 有 具有 奇数 个 z 指标 的 分 量 必须 等 于 零 . 所 以 , 单 
斜 唱 系 的 总 体 弹性 自由 能 的 一 般 表达 式 为 


1 家 1 2 ] 2 
F = FA wa lm 本 FA yy yy + FD A ls + A Ur lyy 本 












































2 2 
十 A iar sx Use + A ysa lyy Us 机 DA wy sy + DA ss ls + 2A ays Uy + 


+ 2A sls lsy + DA yy teyy ys + DA sy lsy Us + AA soy lss ly (10. 4) 
在 这 个 表达 式 中 共有 13 个 独立 系数 . 对 于 C, 类 以 及 将 两 个 对 称 元 素 (C 和 
ci) 包含 在 一 起 的 Cj 类 ,也 可 以 得 到 同样 的 表达 式 , 不 过 ,上 面 的 论述 中 只 选 定 
了 一 个 坐标 轿 (z) 的 方向 ,而 在 与 之 垂直 的 平面 F,x 轴 和 y 轴 仍 然 是 任意 的 . 可 
以 利用 这 个 任意 性 适当 地 选择 坐标 轴 使 其 中 的 一 个 分 量 ,比如 说 A,,, ,化 为 零 . 
因此 ,表征 品 体 弹性 性 质 的 13 个 若是 12 个 不 为 零 的 弹性 模 量 和 一 个 在 xy 平面 
上 确定 坐标 轴 取 向 的 角 . 
3. 正 交 易 系 ”对 于 这 一 蝇 系 中 的 所 有 各 类 ( C;,,D, ,Dz,) ,坐标 轴 的 选择 都 
是 由 对 称 性 决定 的 ,其 自由 能 表达 式 都 具有 相同 的 形式 . 例如 ,我 们 来 考虑 D。 
类 ,把 这 类 前 体 的 三 个 对 称 面 选 为 坐标 平面 . 对 其 中 每 一 个 对 称 面 进 行 镜面 反 
射 都 是 一 次 坐标 变换 ,使 得 一 个 坐标 改变 了 符号 而 其 它 两 个 坐标 不 改变 符号 . 
@ 在 一 些 文献 中 ,也 使 用 这 样 的 记号 ,即将 四 阶 张 量 Am 的 分 量 写 为 带 有 两 个 指标 的 量 Ap ,指标 
遍及 1,2,3,4,5,6 取 值 ,其 中 数字 分 别 对 应 于 指标 对 xx ,yy,z2，yz ,2%，%y 
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所 以 ,很 明显 , 张 量 A 的 所 有 分 量 中 ,只 有 当 指 标 x,y 和 = 中 的 任何 一 个 出 现 
偶数 次 时 这 个 分 量 才 不 为 零 , 剩 下 的 所 有 分 量 对 任意 一 个 对 称 平面 的 镜面 反射 
都 应 改变 符号 . 这 样 一 来 ,在 正 交 晶 系 中 ,自由 能 的 一 般 表达 式 具有 如 下 形式 : 
F = + A + A + Asolsliyy + 
+ Ntsals + Ayalyylss + As ly + Avals, + DA (10.5) 
它 总 共 包 含 9 个 弹性 模 量 . 
4. 四 方 晶 系 考虑 C,, 类 . 坐标 选取 为 ,用 C, 轴 作 =z 轴 ,而 x 轴 和 y 轴 垂直 
于 竖 直 对 黎平 而 中 的 两 个 . 对 这 两 个 对 称 平 面 作 镜 面 反 射 , 对 应 的 变换 为 x 一 
x,y Hy ,zz 和 xx 一 xy -yz yz 因此 , 张 量 A 中 具有 奇数 个 相同 指标 的 
分 量 全 都 等 于 零 . 其 次 ,再 绕 C, 轴 旋 转 5/4 角 , 即 作 变 换 :xz-y,y 一 -x,z 一 z, 并 
由 此 推断 出 如 下 关系 : 
As = Ar， Nsw = Am Axe = A 
C;, 类 中 包含 的 其 余 的 变换 都 不 会 再 增加 任何 条 件 . 这 样 一 来 ,四 方 晶 系 的 自由 
能 表达 式 具 有 如 下 形式 : 


1 小 2 1 2 
F = hsm Ls + uy) + FA + Asss UsaUs + UU) + 














+ A lsdyy + Ay ls, + DAs (Wi, + W,). (10.6) 
` 它 包含 有 6 个 弹性 模 量 . 

对 于 四 方 唱 系 的 其 它 各 类 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 在 这 里 ,坐标 轴 的 选取 
自然 是 由 对 称 性 (D;,,,D, ,Dy ) 指 定 的 . 而 对 于 C4 ,S54,Cis 类 ,只 有 唯一 的 一 个 选 
择 ,就 是 轴 (z) 沿 着 C4 或 5 轴 . 这 时 ,根据 对 称 性 要 求 , 除 了 在 式 (10.6) 中 出 现 
的 分 量 以 外 ,还 允许 存在 下 面 的 分 量 : 

Asney: = = Asyyr: 
适当 地 选择 x 和 7 轴 的 方向 能 够 使 上 述 这 些 分 量化 为 零 ,这 时 下 又 重新 园 到 式 
(10.6) 的 形式 . 

5. 三 方 晶 系 考虑 C:, 类 . 选取 坐标 系 时 , 取 z 轴 沿 着 三 重 轴 ,而 7y 轴 垂直 
于 竖 下 对 称 面 中 的 一 个 . 为 了 便于 说 明 由 于 C: 轴 的 存在 而 施加 于 张 量 A 分 
量 上 的 限制 ,我 们 引入 复数 “坐标 "E,m 来 做 形式 上 的 变换 . 这 个 变换 是 : 

E=x+iy, =x~iy, (10.7) 
坐标 z 仍 保持 不 变 . 我 们 把 张 量 A 变换 到 这 些 新 坐标 上 , 张 量 分 量 的 指标 现在 
用 &,n,z 表示 . 显而易见 ,在 绕 z 轴 旋 转 2r73 时 ,新 变量 的 变换 为 : 


-27i/3 
? 





Ete"’, nne 
由 于 晶体 的 对 称 性 ,A 加 的 分 量 中 不 为 零 的 只 有 在 作 上 述 变换 时 不 变化 的 那些 
分 量 . 显然 ,具有 这 一 性 质 的 分 量 是 指标 导 或 重复 三 次 出 现 ( 注 意 到 (er )? 


ZZ 








: 
: 
: 
上 
: 
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| 
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= er =1) 的 分 量 , 或 者 指标 上 和 光 出 现 同样 次 数 ( 因为 eae -3 =1) 的 分 量 . 
0 
zz， Aboty， Abm， Asrz， Agnes Acttc， Annmm 
其 次 ,对 垂直 于 7y 轴 的 对 称 平面 作 镜 面 反射 ,所 得 变换 为 x 一 x,y 一 -y,z 一 z, 或 
对 于 8&,n 来 说 是 £m ,n>&. 因为 这 一 变换 将 4se 变 为 A ,i , 故 这 两 个 分 量 应 该 
彼此 相等 . 这 样 一 来 ,三 方 晶 系 的 晶体 总 共有 6 个 弹性 模 量 . 为 了 写 出 自由 能 表 


达 式 ,需要 组 成 和 式 子 wwaui ,并 将 和 式 的 指标 通过 é,7,z 表示 . 因为 下 是 由 
应 变 张 量 的 分 量 ( 通 过 坐标 *,y,z) 表示 的 ,因此 我 们 必须 把 这 些 分 量 也 用 “此 
标 ”"E,m,z 来 表示 . 这 并 不 难 做 到 ,只 需 利 用 张 量 wj 的 分 量 的 变换 与 两 个 坐标 乘 


积 对 应 这 一 事实 . 比如 ,由 
如 = (xX + iy)” = 和 —y + 2ixy 

















te = Us — Uyy + 2iuy,. 


yy 
最 后 ,我们 得 到 的 表达 式 如 下 : 
1 
F = A + DApren Uns + Up) + Agmal (Us — Uy)” + 4us] + 


+ DA gon ss + Uyy) Uss + 4A pom Urs + Ws) + 

+ 4Agee[ (Us — Uy) ss — Du uy]. (10.8) 
它 含 有 6 个 独立 系数 . 对 于 D, 和 D;, 类 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . 在 C; 和 5S。 类 
的 情形 下 ,x,y 轴 的 选取 是 任意 的 ,对 称 性 的 要 求 允 许 差 式 

A sse 一 A nm 
不 为 零 . 但 是 , 若 适 当选 择 *,y 轴 , 可 以 使 它 化 为 零 . 
6， 六 方 晶 系 考虑 C6 类 ,在 选择 坐标 系 时 使 z 轴 沿 晶体 的 六 重 轴 . 再 一 
引入 式 (10.7) 所 确定 的 坐标 , 当 绕 z 轴 旋 转 2mr6 时 ,得 到 如 下 变换 : 
一 ee 
由 此 可 见 , 张 量 A 不 为 零 的 分 量 ,只 有 指标 & 和 ; 相遇 次 数 相 同 的 那些 项 . 这 
样 的 分 量 是 : 
Asms Asnens Atom， MApnss Asn: 

六 方 品系 其 它 可 能 的 对 称 元 素 对 这 些 分 量 没有 增加 任何 限制 . 这 样 一 来 ,总 共 
有 五 个 弹性 模 量 . 自由 能 具有 如 下 形式 : 


1 
F = FAs 1 + DA enen (Wes + Lo ) 十 人 ce [ (Uss 一 Lo ) + 4u2] 十 


十 DA prs ls ( Us 直 Lv ) 十 AAs, (us + wy ). (10.9) 
应 当 指 出 ,在 xy 平面 内 的 形变 (w, ,wu,, ,wu, 不 为 零 的 形变 ) ,就 像 在 各 向 同性 物 
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体 中 一 样 ,总 共 取 决 于 两 个 弹性 模 量 . 换 句 话说 ,在 与 六 重 轴 垂直 的 平面 内 ,六 
方 晶体 的 弹性 性 质 是 各 向 同性 的 . 因此 ,在 该 平面 内 坐标 轴 方 向 的 选择 一 般 并 
不 重要 且 对 F 的 形式 没有 任何 影响 . 因此 ,表达 式 (10.9) 适 用 于 六 方 晶 系 的 各 
晶 类 . 

7. 立方 晶 系 ”将 立方 品系 的 三 个 四 重 轴 分 别 取 作 x,y,z 轴 . 四 方 对 称 性 
(使 四 重 轴 沿 着 z 轴 ) 的 存在 已 将 张 量 A 不 同 分 量 的 数目 限制 为 以 下 六 个 : 

A ey 

绕 x 轴 和 7 轴 旋 转 90°, 分 别 给 出 变换 * 一 xy 一 -zz 一 y 和 -zy 一 yz 一 和 
由 此 ,在 所 写 出 的 六 个 分 量 中 ,第 一 和 第 二 ,第 三 和 第 四 ,第 五 和 第 六 分 别 相等 . 
于 是 ,总 共 剩 下 三 个 不 同 的 弹性 模 量 . 立方 唱 系 晶体 自由 能 的 形式 为 吕 : 


F = TA + ww + 12) + 从 


+2A (Us, + Ws + Ws). (10. 10) 
现在 ,我 们 再 一 次 写 出 各 类 晶 系 独立 参量 (弹性 模 量 或 确定 各 类 唱 系 晶体 
轴 方 向 的 角度 ) 的 数目 : 
三 斜 晶 楷 2 
单 斜 晶 系 3 
正 交 晶 权 ye dO 
四 方 晶 系 (C ,Sy CN 
四 方 晶 系 (C ,DID ,Dy) ee 6 
3 
6 
5 





XXX 2zz7 » XX2z 9 ZE 








XI ( Ura lyy + Uys Us 十 Wyy L,,) + 














二 廊 蝇 妆 (CY 
三 方 唱 系 (Cs,,D; ,Ds,) 
六 方 唱 系 
立方 晶 系 人 
对 于 所 有 各 类 晶 系 ,同样 可 以 通过 适当 的 坐标 轴 选 择 得 到 不 为 零 的 模 量 的 
最 小 数目 : 
三 斜 晶 系 :18 
单 料 蝇 革 -生生 00 位 
正 交 晶 系 a Re 
四 方 品系 6 
6 
六 方 品系 5 
立方 晶 系 3 


@ 立方 晶 系 了 和 7, 没有 四 重 轴 . 但 在 这 种 情形 下 ,用 研究 三 重 轴 的 方法 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 
绕 三 重负 的 旋转 可 将 *,y,z 轴 相 互 转化 ， 
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自然 ,上 面 所 有 的 氢 述 都 是 对 于 单 晶 体 的 , 至 于 多 晶体 , 当 组 成 它们 的 微 唱 
的 尺寸 足够 小 时 ,可 以 作为 各 向 同性 物体 来 考虑 (因为 我 们 所 关心 的 形变 区 域 
远大 于 微 晶 的 尺寸 ). 像 所 有 各 向 同性 物体 一 样 ,多 晶体 总 共 由 两 个 弹性 模 量 来 
表征 . 骤然 看 来 ,可 能 认为 这 两 个 模 量 可 以 通过 简单 平均 的 手段 由 各 个 微 晶 的 
弹性 模 量 得 到 . 但 事实 上 并 非 如 此 . 如 果 把 多 晶体 的 形变 看 作 包 含 在 其 内 部 的 
微 晶 形变 的 结果 ,原则 上 应 该 在 考虑 微 晶 分 界面 上 相应 的 边界 条 件 情形 下 , 求 
解 所 有 这 些微 晶 的 平衡 方程 . 由 此 可 见 ,在 整体 上 研究 微 晶 的 弹性 性 质 和 由 它 
组 成 的 物体 的 弹性 性 质 之 间 的 关系 ,取决 于 微 晶 的 具体 形状 ,也 取决 于 微 唱 相 
互 取 问 之 间 的 关联 . 因此 ,多 晶体 的 弹性 模 量 与 同样 物质 的 单 唱 体 的 弹性 模 量 
之 间 不 存在 普遍 关系 . 

若 用 单 晶 体 的 弹性 模 量 来 计算 各 向 同性 多 晶体 的 弹性 模 量 ,只 有 在 单 晶 体 
的 弹性 性 质 为 弱 各 向 蜡 性 情形 时 , 才 有 可 能 达到 的 较 高 的 精确 度 了 . 作为 多 晶体 
弹性 模 量 的 初级 近似 , 可 以 简单 地 取 其 等 于 单 晶 体 弹性 模 量 的 “各 向 同性 部 
分 ” 于 是 在 下 一 级 近似 中 ,会 出 现 单 晶 体 模 量 的 弱 " 各 向 异性 部 分 "的 二 次 项 ， 
已 发 现 这些 修 正 项 既 不 取决 于 微 晶 的 形状 ,也 不 取决 于 微 晶 间 取向 的 关联 ,并 
能 用 一 般 形 式 计 算出 来 @， 

最 后 ,让 我 们 来 研究 晶体 的 热 脱 胀 . 在 各 向 同性 物体 中 , 沿 着 所 有 方向 发 生 
的 热 脱 胀 都 是 相同 的 . 因而 ,在 自由 热膨胀 时 ,应 变 张 量具 有 如 下 形式 ( 见 $6): 


Ui = Fa(7 T, ) 6, 
式 中 a 是 热膨胀 系数 . 在 晶体 中 应 变 张 量 必须 写成 
Wis = (TT), (10.11) 


式 中 qj 是 某 一 关于 指标 i, 对称 的 二 阶 张 量 . 现在 我 们 来 阐明 ,各 种 晶 系 晶体 
的 张 量 wx* 应 有 多 少 个 不 同 的 独立 分 量 , 为 此 ,最 简单 的 方法 就 是 利用 张 量 代数 
已 有 的 结果 , 即 所 有 的 二 阶 对 称 张 量 都 能 对 应 于 某 个 张 量 椭 球 2. 若 直接 从 对 称 
性 考虑 ,很 明显 在 三 斜 晶 系 、 单 斜 晶 系 和 正 交易 系 的 情形 下 ,一 般 来 说 , 张 量 枯 
球 是 三 轴 椭 球 ( 亦 即 它们 的 三 个 轴 长 都 是 不 相同 的 ). 而 在 四 方 唱 系 , 三 方 蝇 系 
和 六 方 晶 系 的 情形 下 , 则 应 该 是 旋转 对 称 椭 球 (相应 的 旋转 轴 沿 着 C4,C, 或 C。 
对 称 轴 ). 最 后 ,立方 品系 的 对 称 关系 使 杭 球 退化 为 球 , 三 轴 椭 球 由 三 个 独立 的 
量 ( 轴 的 长 度 ) 确 定 ,旋转 椭 球 由 两 个 轴 长 确定 ,而 球 总 共 上 只 由 一 个 量 (半径 ) 即 

外” 比如 ,立方 晶体 弹性 性 质 各 向 异性 的 量度 是 差 so -~ As -2 和 ysy ,如 果 这 个 值 等 于 零 , 则 表达 
式 (10.10) 退 化 为 各 向 同性 物体 的 弹性 能 表达 式 (4.3). 

加 见 : 票 弗 席 兹 (H. M. Huqman), 罗 森 菊 韦 格 (. H. Poseguseiir) ,实验 物理 和 理论 物理 杂志 


(KIT®) ,1946 ,16 :967. 
@” 张 量 椭 球 由 方程 cxxixk =1 确定 . 
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可 确定 . 这 样 一 来 ,在 不 同系 列 的 晶体 中 , 张 量 xx 的 独立 分 量 的 个 数 分 别 为 : 


三 斜 晶 系 , 单 斜 唱 系 , 正 交 晶 系 pp 3 
四 方 唱 系 , 三 方 唱 系 ,六 方 晶 系 PP 2 
立方 蜡 系 | 


上 面 第 一 行 的 三 类 品系 称 为 双 轴 唱 系 ,而 第 二 行 的 三 类 唱 系 称 为 单 轴 晶 
系 . 我 们 注意 到 ,立方 唱 系 晶体 的 热膨胀 总 共 只 需 一 个 量 即 可 确定 , 亦 即 在 热 膨 
胀 性 质 方面 ,它们 的 行为 和 各 向 同性 物体 的 热膨胀 是 一 样 的 . 

习 题 

1. 试 人 和 借助 弹性 模 量 人 内 用 坐标 *,y;z 表 示 六 方志 体 的 弹性 能 ( 取 x* 轴 活 着 
晶体 的 六 7 重 轴 ). 

解 :在 任意 ( 非 正 交 的 ) 坐 标 变 换 时 ,必须 区 分 夭 量 和 张 量 的 分 量 是 逆 变 的 
还 是 协 变 的 ;前 者 (通常 用 上 标 表示 ) 的 变换 应 和 坐标 的 微分 dx' 的 变换 一 样 ， 


而 后 者 (用 下 标 表示 ) 的 变换 和 微分 算 子 9/6x 的 变换 一 样 . 这 时 ,标量 式 (10.1) 
应 写 为 








UN 


F= a uw". 


2 
ee 
和 x,y,z 两 种 坐标 中 的 张 量 A 的 分 量 之 间 的 关系 ,必须 把 它们 看 作协 灾 分 量 


(自然 ,在 直角 坐标 系 中 , 送 变 分 量 和 协 变 分 量 是 一 样 的 ). ce 7) ,我 
们 有 





9 8 8 9 _ 人 9 中 
= + 时 = 1 一 一 -一 |. 
Ox 69E 9n’ oy dE a7 
将 分 量 Aim 作 为 这 些 算 子 的 乘积 进行 变换 ,得 到 
从 su 二 Ayyy 4 A enen 出 2A sen » A sy 本 2A sen » 
和 A zyy 一 4Aener 2Aeem， A aas = A yy = 2A pn 
和。 = A = Apne 
因此 ,自由 能 表达 式 (10. 9) 可 以 通 过 这 些 模 量 表示 为 如 下 形式 ， 
F = A + wu, ,)” 十 A + A a (Us + Wy) Us + 


+ 2A (al 二 1 ,) + (A — A ) C0, 攻 lss llyy )， 
2. 试 求 出 立方 晶体 的 弹性 能 为 正 的 条 件 . 
解 : 式 (10. 10) 的 前 两 项 构成 三 个 独立 变量 ,Wyy,Ws 的 一 个 二 次 型 . 这 个 


二 次 型 为 正 的 条 件 是 其 系数 行列 式 、 它 的 一 个 子 式 和 系数 入,,, 均 为 正 . 此 外 , 式 
(10. 10) 的 第 三 项 也 必须 为 正 . 由 这 些 条 件 得 出 如 下 不 等 式 
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A 
A! > 0， A， > 0， -3 <A <A, 


式 中 记号 为 :Ai = 人 sen，Aa =Aswy 5 和 3 = spay 

3， 试 确定 立方 晶体 的 拉 伸 模 量 与 其 方向 之 间 的 关系 ， 

解 : 把 坐标 轴 取 在 立方 晶体 的 棱 边 上 . 假设 从 晶体 上 切取 的 杆 的 轴 活 单位 
夭 量 严 方向 . 当 拉 伸 杆 时 ,应 力 张 量 必须 满足 如 下 的 条 件 :qjns =pn;, 其 中 为 
作用 在 杆 两 端 单位 面积 上 的 拉力 ( 杆 端面 条 件 ); 对 于 垂直 于 严 的 上 方向 ,必须 
有 ots =0( 杆 侧面 条 件 ). 这 样 的 张 量 必然 具有 oj =pnins 的 形式 . 对 表达 式 
(10. 10) 取 导数 计算 出 分 量 os ,并 将 它们 与 表达 式 oj, =pnins 相 比 较 , 得 到 应 
变 张 量 分 量 的 表达 式 

(Ai + 2A2) ma 一 人 > nny 
”ha A 
以 及 与 此 类 似 的 其 余 分 量 . 








u 


细 杆 纵向 的 相对 伸 长 为 w= 中 二 


这 就 给 出 了 小 形变 =nin,. 杨 氏 楼 量 由 等 式 了 = Bw 中 的 比例 系数 定义 ,我 们 
求 得 
1 人 + A 入, 1 2 
ECA 2A,) CA — A,) (= A A 
杨 氏 模 量 在 棱 边 ( 轴 *,y,z) 方 向 和 立方 体 空间 对 角 线 方向 上 取 极 值 . 在 活着 立 
方 体 核 边 的 方向 上 


dx 
其 中 dz 由 公式 (1.2) 和 -下 = 由 给 出 . 











vA ”es 和 
) Cn + Nn, + nyn,). 





这 时 , 细 杆 的 横向 压缩 ,= = -ol = -0u, 其 中 oo=As/(Al +A) 起 着 泊 
松 比 的 作用 . 根据 前 一 习题 中 得 到 的 不 等 式 , 有 一 1 <o <1/2. 





@ 如果 不 直接 用 公式 oj = Aiwmwin 计 算 ex ,而 是 通过 对 下 的 具体 表达 式 作 微分 计算 oi , 则 对 wi 
的 导数 在 izk 时 给 出 二 倍 于 oo; 的 值 . 这 是 因为 公式 on = 93F/9wa 实 质 上 只 对 表示 dF = os dw 这 一 事实 
有 意义 , 含 对 称 张 量 uj; 每 一 i 分量 的 微分 dw 的 项 均 在 和 式 oadwa 中 出 现 了 两 次 . 
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杆 和 板 的 平衡 
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在 这 一 章 我 们 将 研究 形变 体 平衡 的 某 些 特殊 情形 ,首先 从 研究 薄板 的 形变 
开始 . 我 们 所 说 的 薄板 , 指 的 是 板 厚度 比 起 其 它 两 个 方向 的 尺寸 为 小 . 如 前 所 
述 , 我 们 仍然 假定 形变 是 小 的 . 这 里 小 形变 的 标准 是 板 上 各 点 的 位 移 均 小 于 板 
的 厚度 . 

一 般 的 平衡 方程 在 应 用 于 薄板 时 被 极 大 地 简化 了 . 但 是 ,最 方便 的 不 是 直 
接 由 一 般 方程 导出 这 些 简化 的 方程 ,而 是 重新 计算 弯曲 板 的 自由 能 ,然后 对 这 
个 能 量 求 变 分 . 

板 弯曲 时 , 板 内 的 一 些 地方 发 生 拉 伸 , 另 一 些 地 方 发 生 压缩 . 显然 ,在 板 的 
凹面 发 生 拉 伸 , 随 着 向 板 内 深入 , 拉 伸 逐渐 地 减 小 ,最 终 达 到 了 零 ,在 后 面 的 板 
层 ,压缩 逐渐 增加 . 因而 ,在 板 的 内 部 存在 着 一 个 中 性 面 . 在 中 性 面 上 根本 不 存 
在 拉 伸 或 压缩 ,而 在 中 性 面 的 两 边 ,形变 具有 相反 的 符号 . 很 明显 ,这 个 中 性 面 
位 于 板 厚 的 中 间 . | 

选取 坐标 系 , 取 中 性 面 上 任 一 点 为 坐标 原 
点 ,z 轴 指向 中 性 面 的 法 线 方 向 ,而 xy 平面 与 未 
形变 的 板 面 重合 . 我 们 用 字母 《表示 中 性 面 上 
点 的 垂直 位 移 , 即 它们 的 :坐标 (图 2). 至 于 这 
些 点 在 xy 平面 内 的 位 移 分 量 , 则 很 明显 ,与 ¢ 相 
比 它们 是 二 阶 小 量 , 因 此 可 以 假设 它们 等 于 零 . 
这 样 一 来 ,中 性 面 上 点 的 位 移 矢 量 为 
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Lo = us =0, wu = C(x,y). (11.1) 

为 了 更 进一步 的 计算 ,必须 对 形变 板 内 作用 的 应 力作 以 下 说 明 . 因为 是 薄 

板 , 故 为 了 使 它 弯曲 ,只 需 对 它 的 表面 作用 不 大 的 力 . 在 任何 情况 下 ,这 些 力 与 

形变 板 内 部 因 其 各 部 分 发 生 拉 伸 和 压缩 所 引起 的 内 应 力 相 比 是 很 小 的 . 因 些 ， 

在 边界 条 件 (2.9) 中 可 忽略 力 已 ,只 剩 下 on =0. 因 板 的 弯曲 小 , 故 可 假设 法 
向 矢量 于 沿 z 轴 方向 . 这 样 一 来 ,在 板 的 两 个 表面 上 应 有 

ou = on = Ow = 0. 

因为 板 的 厚度 小 ,在 板 的 两 个 侧 表 面 上 这 些 量 都 等 于 零 ,所 以 它们 在 板 的 内 部 

也 应 该 是 小 的 . 因而 我 们 可 以 得 出 结论 : 在 整个 板 内 ,o,,0; ,0 还 小 于 应 力 张 

量 的 其 余 分 量 . 据 此 ,我 们 可 以 假定 它们 都 等 于 零 . 并 且 根 据 这 些 条 件 来 确定 应 


















































变 张 量 的 分 量 . 
根据 一 般 公式 (5. 13) ,我 们 有 
0 = u 0 = Ee 
Ea ” T+o”’ (11.2) 
er a 
令 这 些 表达 式 等 于 零 , 求 出 
Ou, Ou, OU Ou, ao 
和 3 0y ” te 
在 前 两 个 方程 中 ,用 必 (x,y) 代 换 4, 已 足够 精确 : 
Ou oH Wo 
0z Ox 0z oy 
由 此 
rs u Sr (11.3) 
O% 2 0y 


上 式 中 置 积分 常数 等 于 零 , 是 因为 当 z=0 时 ,有 w=w,=0. 知道 wz 后 ,就 可 
以 确定 应 变 张 量 的 所 有 分 量 : 














2 2 2 
u a yy 4 ee 
OX 0y OX0Y 
党 2 
Us = UU, =0, wu, = 了 < 直 (11.4) 
二 : 窜 吉 y 


现在 可 以 利用 一 般 公式 (5. 10) 计 算 板 的 体积 自由 能 F. 经 过 简单 计算 ,得 
到 它 的 表达 式 为 
a 1 /9¢ ,oY BEY Eo 
F | - + 2 + 由 | (11.5) 
取 上 式 在 板 的 整个 体积 上 积分 上 ,可 得 板 的 总 自由 能 . 沿 z 积分 时 ,积分 限 由 
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-Ah]2 到 +h/2, 其 中 记 为 板 的 厚度 ;而 沿 x 和 y 积分 时 ,积分 域 是 整个 板 面 . 最 
后 求 出 形变 板 的 总 自由 能 FF，= {Fav 的 形式 : 


fn = ye 四 人 |( 准 ) -oe] ey 








(11.6) 
(鉴于 形变 是 小 量 , 将 面 元 简写 为 dxdy 已 足够 精确 ). 
因为 我 们 关心 的 只 是 在 作用 力 影 响 下 板 的 形状 而 不 是 板 内 形变 的 分 布 ,在 
得 到 自由 能 表达 式 之 后 ,就 可 把 板 当 作 没有 厚度 的 几何 面 来 研究 . 量 z 是 作为 
曲面 的 板 弯曲 时 其 上 各 点 的 位 移 . 
$12 板 的 平衡 方程 


我 们 从 自由 能 取 极 小 值 的 条 件 来 推导 板 的 平衡 方程 . 为 此 需要 计算 表达 式 
(11.6) 的 变 分 . 

将 式 (11.6) 中 的 积分 分 为 两 个 积分 之 和 ,分 别 对 其 中 的 每 一 个 取 变 分 . 第 
一 个 积分 可 以 写 为 


| 引 )?d1， 


式 中 df = dxdy 为 面 元 ,而 A= sex +0/9y 在 这 里 (以 及 $12 - §14 各 处 ) 表 
示 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 此 一 积分 的 变 分 为 


8 (A d= [AzA 8df = | ALV. Vd = 


有 7. (AZYa)d - { (Ya0) ‘VAZd 


自然 ,这 里 所 有 的 矢量 运算 都 是 在 二 维 坐 标 系 xy 内 进行 的 . 将 上 式 右边 的 第 一 
个 积分 变换 为 环绕 板 面 的 封闭 周 线 的 积分 ?: 


| > (AZV 380) df = fat Cn Vat)dl 人 ra 


式 中 esn 表示 沿边 界外 法 线 方向 的 导数 . 对 第 二 个 积分 作 同 样 的 变换 ,我 们 得 
到 


ja va = 7 (CCVYADd- [ata’eaf = 


= 和 st(n VA - [3A’edf = fee td - fat Ad 





中 ”二 维 积分 公式 的 变换 与 三 维 公 式 变换 完全 类 似 . 体 元 dy 现在 换 成 面 元 f (看 作 标 量 ) ,而 面 元 
是 换 成 周 线 上 的 长 度 元 出 乘 以 周 线 外 法 向 矢量 n. 把 按 df 的 积分 变换 为 按 4 的 积分 是 通过 用 nsdl 代 换 


dfo/9x; 实现 的 . 这样, 如 果 9 是 某 个 标 量 , 则 [Vpdf = fondl. 











| 
| 
: 
| 
| 
| 
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将 所 得 结 上 果 代入 原 式 即 得 到 
/ae) df = [ea zadr - fee Acdy + 和 9062 17. (12.1) 


式 (11.6) 中 第 二 个 积分 的 变 分 变换 颇 为 元 长 . 为 了 方便 ,我 们 不 用 矢量 形式 而 
用 分 量 形式 来 推导 这 个 变换 , 于 是 有 


2 2 1 2 
(0 Ss] 


式 中 被 积 函 数 表 达 式 可 写 为 


2 (六 oF 985 9 + 2 (28 a¢ od a 
dx\ ay 9xgy dx ay) dy\ ax dxdy dy 9 人 


此 式 具 有 某 个 矢量 的 二 维 散 度 形式 . 因此 ,我 们 能 够 把 变 分 重新 写 为 封闭 回路 


你 2 2 ， 
ee 


























式 中 9 是 x 轴 与 周 线 外 法 线 矢量 之 间 的 夹 角 (图 











J 
3 ) ， 
根据 公式 

Oe :2 sin 0 

0 《7， 

0 一 Si 十 oO 

dy an ol 
将 8 对 x 和 yy 的 导数 ,用 对 边界 的 法 向 的 导数 和 - 
切 向 1 的 导数 表示 . 于 是 ,公式 (12.2) 中 的 积分 具有 图 3 
以 下 形式 : 





| 人 2£) ss} 


=fdl Oe {2sin Gcos 0 2 性 ~ sin :63 -os 9 3 








8351 和 a 
+ dl 1 {sin 9cos ol ay Ee (cos’0 ~ sin “0) Soy 


上 式 右 端 第 二 个 积分 可 通过 分 部 积分 算出 . 因为 是 党 封闭 回路 取 积 分 ,积分 限 
Be 


julac 3 {sin geos (2 ?人 + (cos’0 - sin’0) 25} 





" 48， 第 二 章 ” 杆 和 板 的 平衡 





把 以 上 所 得 的 儿 个 表达 式 综合 在 一 起 ,并 按 公式 (11.6) 写 出 系数 ,最 终 得 
到 下 面 的 自由 能 变 分 表达 式 : 


3F, =D ( | A2 zs8edr - 


-fatal [2 + (1 -0o) 可 [sineos0( 25 - 人 + (cos20 - sin 2E)]+ 








08¢ , af ngoe 2, 9 
+ yd + (1 0) [2singeos0 吉 各 S 站 — cos D 下 (12.3) 
式 中 
12(1 -2) 
为 了 由 此 得 出 板 的 平衡 方程 ,必须 使 变 分 5F 与 板 的 势能 变 分 87 之 和 等 于 
零 , 而 板 的 势能 与 作用 在 板 上 的 外 力 有 关 . 后 一 个 变 分 等 于 板 位 移 时 的 外 力 所 
作 功 的 负 值 . 设 己 是 作用 于 板 表 面 单位 面积 上 的 外 力 @ ,其 方向 与 板 面 垂直 . 于 
是 , 力 所 作 的 功 为 力 乘 以 板 上 各 点 位 移 8 ,等 于 
| Pacd 
这 样 , 便 得 出 板 的 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 方 程 : 
5Pu -| PBtdf = 0. 
这 个 等 式 左 端 既 有 面积 分 又 有 封闭 回路 积分 . 面积 分 为 
| { DA -P| sedf 
这 个 积分 中 变 分 85 是 任意 的 . 因此 要 积分 等 于 零 , 只 有 8Z 前 面 的 系数 为 零 ， 故 
DA2Z =P. (12.5) 
这 就 是 在 外 力作 用 下 弯曲 板 的 平衡 方程 . 方程 左 端 的 系数 D 称 为 板 的 抗 弯 刚度 
或 柱 面 刚度 . 
上 面 这 个 方程 的 边界 条 件 可 以 由 式 (12.3) 中 的 闭路 周 线 积 分 等 于 零 得 出 ， 
这 里 我 们 来 研究 几 种 不 同 的 特殊 情况 . 
假设 板 边缘 的 一 部 分 是 自由 的 , 亦 即 没 有 任何 外 力作 用 于 这 部 分 . 故 在 边 


缘 的 这 部 分 变 分 8 和 8(35/an) 都 是 任意 的 ,于 是 闭路 周 线 积分 中 在 这 两 个 变 
分 前 边 的 系数 必须 等 于 零 . 这 便 得 到 两 个 方程 : 


-2 Cl) eine -+ (sin20 - cos’0) 也 = ， 


(12.4) 




































































(12.6) 








@@ 这 里 力 己 可 以 是 体力 (如 重力 ) 作用 的 结果 ,其 值 等 于 体力 沿 板 厚度 的 积分 . 
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过 2 站 
AZ + (1 - 0) {2sin cos 6 En el 一 cos "0 0 = 0. (12.7) 
OxX9Y Ox Oy 


在 板 的 所 有 自由 边界 上 这 两 个 方程 都 必须 成 立 . 
边界 条 件 (12.6),(12.7) 极 为 复 

杂 . 特别 简单 的 情形 是 板 的 边缘 为 " 固 四 

支 ” 或 “ 简 支 ”. 如 果 板 的 边缘 是 固 支 的 

(图 4(a)), 则 其 不 能 有 任何 垂直 的 位 

移 ,此 外 ,这 些 边缘 的 方向 同样 也 不 能 

变 . 在 板 边 缘 的 这 部 分 上 ,相对 于 初始 位 

置 转 过 的 角度 等 于 (在 才 是 小 位 移 时 ) 

导数 89/9n. 这 样 一 来 ,在 板 的 固 文 边 中 

上 , 变 分 5 和 5(92/9n) 等 于 零 . 于 是 ， 

式 (12.3) 中 的 闭路 周 线 积 分 恒 为 零 ， 









































在 这 种 情形 下 ,边界 条 件 具有 如 下 简单 图 4 
形式 : 

i (12. 8) 
上 上 面 的 第 一 式 实际 上 表示 形变 时 板 的 边缘 根本 就 不 能 有 垂直 位 移 ; 而 第 二 式 则 
表示 板 边 缘 方 向 仍 保持 水 平 . 





不 难 确定 固定 支点 处 支 座 作 用 在 板 上 的 反作用 力 . 这 些 力 与 板 对 支 座 作用 
力 的 大 小 相等 ,方向 相反 . 从 力学 已 知 , 某 个 方向 的 作用 力 等 于 能 量 沿 该 方向 对 
坐标 的 导数 . 例如 , 板 对 支 座 作用 的 力 由 能 量 对 板 边缘 位 移 : 的 导数 取 负 号 确 
定 ;而 反作用 力 则 等 于 同样 的 导数 取 正 号 . 这 个 导数 不 是 别 的 , 正 是 式 (12. 3) 中 
第 二 个 积分 8 前 面 的 系数 . 这 样 一 来 ,相对 于 单位 长 度 边 界 的 反作用 力 等 于 方 
程 (12.6) 左 而 的 表达 式 (现在 当然 不 等 于 零 ) 乘 以 D. 类 似 的 ,反作用 力矩 由 方 
程 (12.7) 左 面 的 表达 式 乘 以 同样 的 系数 也 确定 . 这 一 结果 源 于 力学 中 熟知 的 结 
论 : 力矩 等 于 能 量 对 物体 旋转 角 的 导数 . 板 边缘 处 的 旋转 角 等 于 导数 9057/onm ,于 
是 ,相应 的 力 箱 由 式 (12.3) 内 第 三 个 积分 中 36/9n 前 面 的 系数 确定 在 这 种 情 
况 下 , 力 和 力矩 的 这 两 个 表达 式 由 于 条 件 (12.8) 得 以 极 大 地 简化 . 就 是 说 ,由 于 
沿 板 边缘 的 整个 周 线 5 和 92/9n 处 处 等 于 零 ,所 以 沿 切 线 了 方向 其 各 阶 导 数 也 
都 恒 等 于 零 . 考虑 到 这 一 情况 ,在 式 (12.6) 和 (12.7) 中 ,将 关于 x 和 y 的 导数 换 
成 关于 和 1 方向 的 导数 , 即 得 到 支 座 的 反作用 力 和 反作用 力矩 M 的 如 下 简 
单 表达 式 : 






































9¢ db 37 
和 12.9 
F 7| 3 + 3 人 ， ( ) 
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M = DE (12. 10) 


oan” 
刃 一 个 重要 的 情形 就 是 简 支 板 ( 图 4(b)), 简 支 板 的 边缘 仅 支 撑 在 固定 不 
动 的 支 座 上 ,但 是 没有 被 固定 . 在 这 样 的 情形 下 , 板 的 周边 (也 就 是 支 座 支撑 板 
的 那 条 线 ) 如 前 述 一 样 没有 垂直 位 移 ,但 方向 可 变 . 据 此 ,在 式 (12.3) 沿 闭路 周 
线 的 积分 中 


a = 0， 
但 是 

06¢ 

天 0 

on 


因此 , 式 (12.6) 和 式 (12.7) 这 两 个 条 件 只 剩 下 了 第 二 个 . 和 前 面 的 情形 一 样 , 板 
的 支撑 点 上 的 反作用 力也 由 式 (12. 6) 左 端的 表达 式 确定 (这 些 力 的 力矩 在 平衡 
时 也 等 于 零 ), 如 果 把 导数 化 为 沿 着 n 和 1 方向 的 导数 ,并 考虑 到 因 在 整个 周边 
上 Y=0, 导 数 36/91 和 9873P 也 等 于 零 , 则 边界 条 件 (12.7) 将 被 简化 ,最 后 得 到 
如 下 形式 的 边界 条 件 : 





洲 
二 全 +o 轩 总 = 0 (12. 11) 
习题 


1， 试 确定 半径 为 尽 的 边界 固 支 圆 板 在 重力 场 中 水 平 放置 时 的 形变 ， 
解 : 取 极 坐标 ,原点 置 于 板 的 中 心 . 作用 在 板 面 单位 面积 上 的 力 为 P=phg， 
方程 (12.5) 具有 如 下 形式 : 


ed) 


16h’°E 
(2 的 正 值 对 应 于 重力 作用 方向 的 位 移 ), 因为 《只 是 的 函数 , 故 在 极 坐 标 中 人 
应 写 为 = 二 页 (7 各 | 这 个 方程 的 通 解 是 
r 了 r 


t=Br+tar +b te + dn 


在 本 题 的 情形 ,因为 在 r=0 时 ,ln 训 变 为 无 穷 大 , 故 必须 置 4=0; 同 样 。=0, 因 


为 该 项 使 A 在 r=0 出 现 奇 点 (相当 于 力作 用 在 板 的 中 心 , 见 习题 3). 常数 a 和 
0 由 边界 条 件 r=R 时 =0,di/dr =0 确定 , 最 后 得 到 
¢ = BR -7r). 
2. 同 习 题 1, 对 简 支 边 贺 板 求解 。 
解 : 在 圆 板 情形 下 ,边界 条 件 (12. 11) 具有 如 下 形式 : 
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三 dg ood, 
¢ =0， 人 


类 似 于 习题 1 的 解法 ,可 导出 下 面 的 结果 : 
¢ =B(R - 7) (于 二 R= 2). 
3. 在 固 支 边 圆 板 的 中 心 施 加 作用 力 f, 试 确定 圆 板 的 形变 . 
解 : 除 坐 标 原点 外 ,方程 
A =0 
处 处 成 立 ,积分 后 得 到 


=ar+6 ?ln 一 
4 = Cr + cr n 丙 


( 式 中 删 去 了 带 lnr 的 项 ). 作用 在 板 上 的 总 力 等 于 作用 于 板 中 心 的 力 f, 因 此 
AY 遍及 板 面 的 积分 应 为 


R 
2 rA2zdr = 太 


由 此 得 到 c=f/(8mD). 常数 a 和 由 边界 条 件 确定 ,最 后 得 到 : 
号， A 1 2 2 2 R 
Sr eal 
4. 同 习题 3, 对 简 支 边 辕 板 求解 


3 __f [3+0 2 RR 
答案 : sn ee -| 


5， 试 确定 中 心 悬 挂 在 重力 场 中 的 圆 板 的 形变 . 
解 : 的 方程 和 它 的 通 解 与 习题 1 一 样 ,因为 板 中 心 的 位 移 6 =0, 故 c =0. 
常数 ga 和 5 由 边界 条 件 (12.6) 和 (12.7) 确 定 . 在 圆 对 称 时 有 : 
dA¢ dd/de¢ 1 dy di, od 
et dr 





dr dr r dr Rt r dr 
最 后 得 到 
2 RR 23+0 
¢ = Br [7 + 8RIn = on 


,6. 外 力克 服 表 面 张 力 从 物体 上 撕 裂 一 厚度 为 有 的 薄 层 . 在 给 定 的 外 力 下 ， 
当 撕 裂 表 面具 有 一 定 大 小 ， te 
出 联系 表面 张力 大 小 与 括 裂 层 形状 的 公式 下 . 

解 : 将 撕 裂 层 考虑 为 一 on 作用 在 
这 个 边 上 的 弯 矩 由 公式 (12. 10) 确 定 . 当 撕 和 裂 部 分 伸 长 6% 时 ,该 弯 短 所 作 的 








QD 这 一 问题 是 奥 布 列 伊 莫 夫 (W. B. O6pexmoa(1930)) 提 出 云母 表面 张力 测量 方法 时 首先 讨论 的 . 
他 按 此 方法 所 作 的 测量 是 对 固体 表面 张力 的 首次 直接 测量 . 
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功 为 
(1) 





(弯曲 力作 的 功 是 二 阶 小 量 ). 平衡 条 件 是 弯 短 所 作 的 功 等 于 系统 能 量 的 改 
变 . 系统 能 量 的 改变 由 两 部 分 组 成 : 表面 能 的 政变 和 撕 裂 层 弹 性 能 的 改变 ,后 者 
是 由 于 层 谊 曲 部 分 的 伸 长 引起 的 . 第 一 部 分 等 于 2a8x, 其 中 心 为 表面 张力 系数 ， 
因子 2 是 考虑 到 撕 和 裂 时 产生 了 两 个 自由 表面 .而 第 二 部 分 等 于 


3 2 2 
| Eh i ($$) 3« 
24(1 -aa )i\ox 
(将 能 量 式 (11.6) 应 用 于 板 的 长 度 3x 上 ) , 亦 即 由 式 (1) 中 功 的 一 半 组 成 . 于 是 
得 到 : 





$13 板 的 纵向 形变 


纵向 形变 是 藉 板 形变 的 一 种 特殊 形式 ,形变 发 生 在 板 平面 内 ,没有 弯曲 伴 
随 . 现在 我 们 来 推导 描述 这 种 形变 的 平衡 方程 . 

如 果 板 足够 薄 , 则 沿 着 板 厚度 的 形变 可 以 认为 是 均 名 的. 这 时 应 变 张 量 只 
是 x 和 yy 的 蚂 数 ( 取 板 平面 为 xy 平 面 ) 而 与 x 无 关 . 板 的 纵向 形变 通常 由 作用 在 
板 边 缘 上 的 力 或 由 板 平面 内 作用 的 体力 引起 . 此 时 在 板 的 两 个 表面 上 的 边界 条 
件 为 : on =0. 又 由 于 法 向 矢量 与 z 轴 方向 相同 , 故 有 o,=0, 即 

Cu = 0,, = 0, =0. 

应 当 指 出 ,在 以 下 的 近似 理论 中 ,即使 拉 伸 外 力 直 接 作用 于 板 的 表面 上 ,上 述 条 
件 仍然 有 效 , 这 是 因为 这 些 力 与 板 内 的 纵向 应 力 (o, ,0o,,,0s) 相 比 全 部 都 是 小 
量 . 由 于 0。,0,, ,0 在 边界 上 等 于 零 , 故 在 整个 板 的 小 厚度 上 ,它们 也 将 是 小 量 . 
因此 我 们 可 以 近似 地 认为 在 板 的 整个 体积 内 这 些 量 都 等 于 零 . 

令 表 达 式 (11.2) 等 于 零 , 得 到 如 下 关系 : 
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(ey (13. 1) 


将 它们 代入 一 般 公式 (5. 13) , 即 得 应 力 张 量 中 异 于 零 的 分 量 为 





E 
0,, = 7( Us + Gol,,) 
1l-o 
E 
oy = Eis + on), (13.2) 
E 
0, = u 





应 当 注 意 ,借助 于 形式 代 换 





五 一 2 ， 0— (13.3) 


1-o’ 
上 述 表达 式 即 转换 为 平面 形变 时 (公式 (5. 13 ) 中 令 w=0) 确 定 应 力 rs， 
cy 和 形变 we,zn ,ws 之 间 关 系 的 表达 式 . 
通过 这 种 方式 把 位 移 wx. 完全 消去 后 ,我们 可 简单 地 把 板 视 为 无 厚度 的 二 维 
介质 (弹性 平面 ) 来 研究 ,或 者 说 ,位 移 矢 量 w 是 只 有 两 个 分 量 w。 入, 的 二 维 
矢量 . 如 果 P, 和 已, 是 作用 于 板 的 单位 面积 上 的 体积 力 的 分 量 , 则 一 般 平 衡 方 
程 为 


1 -7 











a 90% | + P: 三 :03 











OX Oy 
a ov + 2)+7, = 0. 
Ox oy 
将 表达 式 (13.2) 代 人 上 式 , 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
1 ou 1 Ou 1 O° 
Eh 到 了 PP =0， 
[二 de | 21 +o) 8 六 +201 -0o) 0 (13.4) 
2 2 2 
| RE a 有 
1-0o 9 2(1 +0o) 9x 2(1 -Or) 0xoy 
这 组 方程 可 以 写 为 二 维 矢 量 形式 : 
2 
an et A Ys (13.5) 








2 Eh 
式 中 所 有 的 矢量 算 子 部 应 理解 为 二 维 算 子 . 
特别 是 ,不 存在 体力 时 平衡 方程 为 


VY ru- EVxVxu-0. (13.6) 
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上 述 方程 与 沿 z 轴 方 向 无 限 的 物体 的 平面 形变 平衡 方程 ( $7) 的 区 别 , 仅 仅 在 
于 系数 值 不 同 ( 按 (13.3) 式 代 换 ). 像 对 平面 形变 一 样 ,这 里 也 可 引入 由 如 下 
关系 定义 的 应 力 函 数 : 











by 9 a 
os = SE, oo, =- XE, go, = 2%, (13.7) 
907 0X0y 9x 


它们 自动 满足 如 下 形式 的 平衡 方程 : 


00 O00,y 0 00,, 90 








了 








Ox Oy Ox% 97 
应 力 函 数 如 前 一 样 满足 双 调和 方程 ,这 是 因为 对 于 Ax 有 关系 式 : 
A = 0,, +0, = 之 CA A 
” 1-a 关 l-o 


它 与 已 有 的 平面 形变 关系 式 的 区 别 只 是 式 中 的 系数 不 同 . 

在 此 我 们 要 指出 以 下 事实 : 当 板 受 作用 于 边缘 的 已 知 力 产生 形变 时 , 板 内 
的 应 力 分 布 与 材料 的 弹性 常量 无 关 . 实际 上 ,弹性 常量 既 没 有 包含 在 应 力 函数 
满足 的 双 调 和 方程 中 ,也 没有 包含 在 由 应 力 函 数 确 定 应 力 分 量 ev 的 公式 
(13.7) 中 (因此 也 没有 包含 在 板 边缘 的 边界 条 件 中 ). 


习 题 











1. 平面 辆 盘 绕 通过 盘 中 心 并 重 直 于 盘面 的 轴 作 匀速 旋转 , 试 确 定 其 形变 . 

解 : 待 求 的 解 与 $7 习题 5 得 到 的 旋转 圆柱 体 平面 应 变 解 的 区 别 只 是 常 系 
数 的 值 不 同 . 径 向 位 移 =u(r) 由 下 式 给 出 : 
该 表达 式 是 87 习题 5 所 得 公式 按 式 (13.3) 作 代 换 得 到 的 . 

2. 半 无 限 大 平板 具有 直线 边界 , 试 确定 
在 板 平 面 内 对 板 边 缘 一 点 施加 集中 力 影响 下 

解 : 引入 极 坐 标 , 极 角 p 从 施加 力 的 作用 
方向 算 起 , 它 的 取 值 范围 是 从 - (mA2 +a) 到 
T/2 -Ga, 其 中 心 是 作用 力 方向 与 板 边 缘 法 线 
间 的 夹 角 ( 图 6). 在 自由 边界 上 ,除了 外 力作 
用 总 (坐标 原点 ) 外 ,所 有 的 点 都 应 满足 条 件 
ao = 0。 =0. 利用 87 习题 11 得 到 的 应 力 








沿 z 轴 的 均匀 形变 , 即 在 整个 物体 内 o,,= es = os =0, 有 时 也 称 为 平面 应 力 状态 ,以 区 别 于 束 
个 物体 内 us = zw = us =0 的 平面 形变 . 
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ou 和 的 表达 式 ,得 出 这 些 应 力 函数 必须 满足 的 条 件 为 : 


之 
如 果 尤 = ICp) ,上 面 这 两 个 条 件 都 能 满足 . 把 它 代 入 双 调 和 方程 
19 3 9 2 
| gr (7 | Sy 
即 得 /() 的 形 为 sinp,cosg ,gsing,pcosg 的 解 ,其 中 前 两 个 函数 是 非 真实 解 ， 
因为 由 它们 推 得 的 应 力 恒 等 于 零 . 能 给 出 作用 于 坐标 原点 的 力 的 正确 值 的 解 为 


二 = const， 一 和 = const (¢ = 于 于 -a): 
a 9 








xy = -二 resing，ov = -LP, og, = =0 (1) 
T TT r 
(下 是 在 板 单 位 厚度 上 作用 的 外 力 的 大 小 ). 实际 上 , 沿 着 以 坐标 原点 为 中 心 的 
小 半 国 周 将 应 力 在 平行 和 重 直 于 力 玉 方向 上 的 分 量 积分 (之 后 想象 小 圆 的 半径 
趋 于 零 ) , 即 可 得 到 : 
[oreos pay 下 [eursin gdy = 0， 
就 是 说 ,这 个 积分 值 恰 好 与 施加 于 坐标 原点 的 外 力 相 抵 . 
公式 (1) 确 定 了 待 求 应 力 的 分 布 . 它们 是 纯 径 向 的 : 在 任何 一 个 垂直 于 半 
径 的 小 面积 上 只 作用 有 径 向 压力 . 等 应 力 线 是 通过 坐标 原点 的 r=dcosgp 的 贺 
周 ,这 些 圆 周 的 国 心 则 在 力 瑟 的 作用 线 上 (图 6). 


应 变 张 量 的 分 量 为 





二 u = a 
i FE? pp Er™? rp 
由 此 借助 对 分 量 ui 极 坐 标 表 达 式 (1.8) 的 积分 , 即 可 求 出 位 移 矢 量 : 








于 -270s 全 _(1-o)F Si 
r mE [a a TE oo pp， 
= Soy 十 2 Lsing + a oI — pecosgp) 
? ed TE RD 


这 里 ,积分 常数 的 选择 方法 为 ;在 力 的 作用 线 上 距离 坐标 原点 @ 处 选取 一 点 并 
假定 其 没有 位 移 , 以 消除 板 的 整体 位 移 ( 平 移 或 转动 ). 

借助 于 所 得 到 的 解 , 可 以 构造 在 板 边 缘 上 作用 有 任意 分 布 力 的 问题 的 解 
(与 8$8 比较 ). 当然 ,在 坐标 原点 的 附近 它们 是 不 适用 的 . 

3， 作 用力 施加 在 无 限 横 形 板 ( 顶 角 2a) 的 顶部 , 试 确定 板 的 形变 . 

解 :确定 应 力 分 布 的 公式 与 习题 2 所 得 结果 只 有 规范 上 的 差异 . 如 果 力 沿 
着 模 形 板 的 中 间 线 作用 (图 7 上 的 力 F), 则 有 


加 Ficosg 有 -0 
Or = -一 一 一 ，0 = 0,, = 0. 


"( Ce 十 sin2a) 
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如 果 力 作用 于 中 间 线 的 垂直 方向 上 (图 7 上 的 力 下 ,), 则 


Fcosp 
T= 


rr 


"|( &- sin2a) 


上 述 两 种 情形 中 , 角 p 都 是 从 相应 力 的 作用 方向 起 算 的 . 





4， 半 径 为 尺 的 圆 盘 受 到 在 其 直径 两 端 施加 的 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 
力 了 的 压缩 , 试 确定 圆 盘 的 形变 ( 图 8). 
解 : 这 个 问题 的 解 可 由 三 个 分 布 内 应 力 的 合 加 求 得 . 其 中 两 个 分 布 应 力 是 


() _ _2F Cos 4 2 Jj -0 
rr 一 TT ri 》 ne ep 7? 
Cy SL OS pa 2 2 -0 
rar2 T 六 3 Orpy 一 Ogppy 二 ， 


式 中 的 TP!1 和 r, ,pp， 是 任意 一 点 分 别 对 应 于 以 A4 和 B 为 原点 的 极 坐 标 ( 上 
述 这 些 应 力 是 由 施加 于 半 平 面 边 界 一 点 上 的 法 向 力 玉 产生 的 ,见习 题 2). 第 三 
个 分 布 应 力 是 给 定 强 度 的 均匀 拉 伸 : 


实际 上 ,如 了 P 了 点 位 于 圆 板 的 周 线 上 , 则 对 于 该 点 7 =2Reos pi,r, =2Reosg,, 于 是 


(9 
Onn = Cn 一 TR 


因为 在 该 点 7? 和 7, 的 方向 相互 重 直 ,我 们 看 到 ,前 面 两 组 应 力 在 圆 盘 的 边缘 上 
是 均匀 压缩 ,这 些 力 正 好 抵消 第 三 组 应 力 的 均匀 拉 伸 . 于 是 圆 盘 的 边缘 理 所 当 
然 地 成 为 无 应 力 的 自由 边界 . 
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5. 斌 确定 带 有 国 孔 (半径 为 尺 ) 的 无 限 板 承受 均匀 拉 伸 时 的 应 力 分 布 
解 : 无 孔 连续 板 的 均匀 拉 伸 对 应 的 应 力 是 of =7,o =og) =0, 其 中 了 
为 拉 伸 力 . 它们 相应 的 应 力 函 数 为 





0 了:。，_ 了 了 2， :> ee a 
be = 77 sin p= FTr(l cos2o ) . 
存在 圆 孔 ( 圆 心 在 极 坐 标 r,p 的 原点 ) 时 ,我 们 寻求 形 为 下 式 的 应 力 函 数 : 


x = x 于 交合 x = f(r) 下 F(r)cos29. 


双 调 和 方程 与 9 无 关 的 解 为 
~ f(r) = arjnr + br + elnr. 


而 在 与 cos2g9 成 正比 的 解 中 ,有 


F(r) = dr +er +& 








! 2 
| 厂 
这 里 引入 的 常数 由 以 下 条 件 确定 : 当 r=%m 时 ,go% =0; 当 r=R 时 ,0, =0,, =0. 
最 后 得 到 
TR? R’ 
《 
YX) = | -7z)cos29|. 
而 应 力 分 布 由 下 式 确 定 : 
7 及 3 尼 
0, = 3 Sl {1 -jeos29]， 
_ 了 R? 3R" 
Gps = 7|[! ei + -jeos29| ， 
T 2R 3R’]. 
Oy ss | 下 -|sin2¢. 
r r 


特别 是 ,在 孔 边 ru =T(1 -2cos2p) ,而 在 p = +T/2 时 ,Gs =37, 即 孔 边 应 力 
是 无 限 远 处 应 力 的 3 倍 (比较 87 习题 12). 
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$11 一 $ 13 讲述 的 薄板 弯曲 理论 只 适用 于 弯曲 足够 小 的 情形 . 我 们 曾 预 先 
指出 ,这 个 理论 的 适用 条 件 是 挠 度 上 远 小 于 板 的 厚度 几 现在 我 们 来 推导 大 弯曲 
板 的 平衡 方程 . 此 时 ,在 与 产 相 比较 时 不 能 假设 挠 度 : 是 小 量 . 但 应 当 强 调 的 
是 ,和 前 面 一 样 ,形变 本 身 必须 是 小 的 , 即 应 变 张 量 必须 是 小 的 . 实际 上 ,通常 要 
求 <<1, 即 挠 度 必须 远 小 于 板 的 尺寸 

一 般 来 说 , 板 穿 曲 时 通常 伴随 有 总 体 拉 伸 发 生 9. 在 小 挠 度 情形 下 这 种 拉 伸 
可 以 忽略 ,而 在 大 挠 度 弯曲 时 绝 不 能 作 这 样 的 忽略 ,因为 此 时 板 内 根本 不 存在 


@ ”例如 ,平板 弯曲 成 柱 形 曲面 就 是 个 例外 . 
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任何 的 “中 性 面 ”, 弯曲 时 伴随 有 拉 伸 存在 是 板 不 同 于 细 杆 的 特性 , 细 杆 可 以 在 
遭受 很 大 的 弯曲 时 不 经 受 总 体 拉 伸 . 板 的 这 一 特点 是 纯粹 的 几何 特性 . 例如 ,将 
平面 圆 板 弯曲 成 球 冠 面 时 ,如 果 所 作 的 弯曲 使 圆周 的 长 度 保持 不 变 , 则 必然 要 
拉 长 圆 板 的 直径 ;如 果 板 的 直径 没有 拉 长 , 则 必然 要 压缩 它 的 圆周 . 

在 $11 中 算出 的 能 量 (11.6) 可 以 称 为 纯 弯 曲 能 , 它 只 是 板 的 总 能 量 的 一 
部 分 ,这 部 分 能 量 是 在 板 没有 任何 总 体 拉 伸 时 ,由 沿 着 板 厚 度 的 非 均匀 拉 伸 和 
压缩 决定 的 . 除了 这 部 分 能 量 外 ,在 总 能 量 里 面 还 应 包 插 恰好 是 由 这 个 总 体 拉 
伸 的 存在 决定 的 男 一 部 分 ,可 以 把 它 称 为 拉 伸 能 

纯 弯曲 和 纯 拉 伸 的 形变 已 经 分 别 在 $11, $12 和 $13 中 研究 过 了 . 因此 ， 
现在 我 们 可 以 直接 利用 已 经 得 到 的 结果 . 这 时 ,没有 必要 沿 着 板 的 厚度 来 考虑 
它 的 结构 ,我 们 可 以 从 一 开始 就 把 板 当 作 没有 厚度 的 二 维 曲面 来 研究 . 
首先 要 推导 的 是 : 当 同 时 受到 弯曲 和 在 自身 平面 内 的 拉 伸 作用 时 ,确定 拉 
伸 板 (作为 曲面 考虑 ) 的 应 变 张 量 表达 式 . 设 uw 是 纯 拉 伸 时 的 二 维 位 移 矢 量 ( 分 
量 为 ,wu,) ,和 从 前 一 样 ,t 表示 弯曲 时 的 横向 位 移 . 于 是 ,未 形变 时 板 的 长 度 元 

dl = Vdrx + dy: 
形变 后 变 为 新 长 度 元 di', 它 的 平方 为 
dil? = (dx + du,) + (dy+ da) + de’. 






































9 0 a Sn 
这 里 , 记 du = 了 dx + 和 4y, 对 于 du 和 尼采 用 类 似 的 记 法 ,我 们 得 到 含 更 高 


阶 项 的 di”; 





dl®” = dF + 2u6gds, dexp: 
式 中 的 二 维 应 变 张 量 定义 为 

Tau ou), 1 a 

E00 | OX, Oxg lel) 

(本 节 和 下 节 我 们 都 将 用 希腊 字母 表示 指标 , 它 总 共 只 取 x 和 y 两 个 值 ;两 个 重 
复 指标 照例 表示 求 和 ). 这 里 忽略 了 uw。 导数 的 平方 项 . 当然 ,关于 《上 的 导数 不 能 
作 同 样 的 忽略 ,因为 它们 一 般 没 有 一 次 项 . 
由 公式 (13.2) 可 确定 与 板 拉 仲 有 关 的 应 力 张 量 rp: 式 中 的 ww 必须 用 由 公 
式 (14.1) 给 出 的 总 应 变 张 量 代替 . 纯 弯 曲 能 由 公式 (11 5) 确定 ,可 以 写 为 


| 到 (dzay， 


式 中 的 于 (2) 代表 式 (11.6) 积 分 号 内 的 全 部 表达 式 . 根据 一 般 公式 , 板 的 体积 
拉 伸 能 为 usows/2, 此 式 乘 以 h 即 得 到 单位 表面 的 能 量 , 所 以 总 的 拉 伸 能 就 可 以 
写 为 











中 由 
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式 中 
= - (14.2) 
这 样 一 来 , 板 在 大 挠 度 弯曲 时 的 总 自由 能 为 
a = | EB) + Bug) Jdf (14.3) 


在 推导 平衡 方程 之 前 ,我们 先 估计 一 下 这 两 部 分 能 量 .* 的 一 阶 导数 是 571 的 数 
量 级 ,其 中 ! 为 板 的 尺寸 ;而 二 阶 导数 是 AP 的 数量 级 . 因此 ,由 式 (11.6) 可 见 ， 
~ Eh 0 /DW. 张 量 ws 的 数量 级 是 人 A? ,因此 园 -Et 比较 这 两 个 表达 式 
显 见 ,在 板 弯曲 的 近似 理论 中 ,只 有 在 如 << 及 的 条 件 下 ,忽略 到 项 才 是 合理 
的 . 











能 量 取 极 小 值 的 条 件 是 : 8F + 8U =0, 其 中 ,VU 是 外 力 场 的 势能 . 我 们 将 认 
为 ,与 弯曲 力 的 作用 相 比 较 , 拉 仲 外 力 ( 如 果 存 在 的 话 ) 的 作用 可 以 忽略 (只 要 拉 
伸 力 不 是 太 大 总 可 以 作 这 样 的 忽略 ,因为 薄板 承受 弯曲 比 承 受 拉 伸 容 易 得 多 ). 
因此 ,对 于 5U 我 们 有 $12 中 的 表达 式 : 


8U = - | Pp8edf, 





























式 中 忆 是 单位 面积 板 面 所 受 外 力 . 积分 | 到 q/ 的 变 分 已 经 在 $12 中 算 过 ,为 


| ,df = Dp| A vatdf 


我 们 没有 写 出 公式 (12. 3) 中 所 含 的 闭合 周 线 积分 ,因为 它 所 确定 的 不 是 平衡 方 
程 本 身 而 只 是 方程 的 边界 条 件 ,但 边界 条 件 此 时 还 不 是 我 们 所 关心 的 问题 . 


最 后 ,我 们 来 计算 积分 上 吃 d/ 的 变 分 . 这 里 既 要 对 位 移 矢量 w 的 分 量 作 变 
分 ,也 要 对 作 变 分 . 我 们 有 
8| Pdf = / 守 ud 


体积 自由 能 对 ws 的 导数 等 于 ss， 因此 9 各 /8u = hu 同时 ,用 表达 式 
(14.1) 代 换 us, 即 得 到 


3| ,df = | a | EE odus Ot 385 , 98¢ 0 ju 


9xp O% Ox, Oxg OX, 0xp 









































a 





或 者 ,由 于 0 的 对 称 性 ， 
| ,df = | cs 人 885 8 df 


Oxg Oxg OX 


利用 分 部 积分 ,我 们 得 到 
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| wore [ee + (os EE)u] 


这 里 出 于 同样 考虑 ,我 们 又 没有 写 出 环绕 板 面 的 闭路 周 线 积 
把 所 得 的 表达 式 归 结 在 一 起 ,我 们 有 
三 和 9 96 2 u = U. 
SF + 8U | {[2a 全 (c a |- Plae - A 0 Ne 0 
为 了 使 上 述 关 系 式 恒 等 ,8e 的 系数 和 5u。 a 于 是 ,得 到 如 
下 的 方程 组 : 





9 EE/ 
DA2 -ho 14.4 
9 
Ce 0. (14.5) 
Oxg 


这 组 方程 包含 三 个 未 知 函数 : 位 移 矢 量 w 的 两 个 分 量 u, ,wu, 和 横向 位 移 /. 
方程 组 的 解 同 时 给 出 弯曲 板 的 形状 ( 即 函 数 z(x,y)) 和 由 弯 昌 引起 的 介 长 借 
助 于 引入 以 关系 式 (13.7) 与 re 联系 的 函数 X, 方 程 (14.4) 和 (14.5) 可 得 到 某 
些 简 化 . 将 式 (13.7) 代 人 方程 (14.4) 后 , 式 (14.4) 变 为 如 下 形式 

DA - (a+ 93 2 OX 2 人 | = 忆 (14.6) 


8 ox ox 9yY 0xgy 9x0y 
方程 (14.5 ) 自然 满足 表达 式 (13.7). 因此 必须 再 引进 一 个 方程 ,这 个 方程 可 由 
关系 式 (13.7) 和 (13.2) 消 去 wx。 得 到 . 
为 此 ,我 们 按 以 下 步骤 进行 . 首先 通过 os 表示 wu ,由 式 (13.2) 我 们 得 到 
1 + Cr 
xy = 所 Cay' 
将 ws 用 表达 式 (14.1) 代 入 ,而 ce 用 表达 式 (13.7) 代 人 , 即 得 到 以 下 的 等 式 : 
On, 1 oc , 1 ox 和 ox 
sR ee 
Ou, 1 of 2 1 i ox 
Oy 2 | E 人 0x’ ”ay 5) ， 
Gus Ou HH 2(1+0) ox 
+ + = 一 
0x 0y 9x 97 五 0xgy 
对 第 一 个 等 式 作 用 算 子 9 /8y ,对 第 二 个 等 式 作 用 /9x ,对 第 三 个 等 式 作用 
9 /90x07, 然 后 将 第 一 与 第 二 两 个 等 式 相 加 ,并 减 去 第 三 个 等 式 . 这 样 , 合 有 和 
zy 的 项 彼此 相 消 ,我 们 就 得 到 如 下 的 方程 : 
OOF /OFT 
A ra Sa | 0. (14.7) 
方程 (14. 6) 和 (14. 7) 是 关于 大 拨 度 弯曲 薄板 的 完备 方程 组 ( 佛 泊 尔 (A. 

















1 1 
Us, = 大 (ae -any)， Ww,, = (Oy -O00%), uu 
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Fippl) ,1907). 这 组 方程 极其 复杂 ,即使 在 最 简单 的 情形 下 也 无 法 精确 求解 . 我 
们 注意 到 这 组 方程 是 非 线性 的 . 

这 里 我 们 简略 地 提 一 下 薄板 形变 的 一 种 特殊 情形 , 即 所 谓 的 膜 的 问题 . 所 
谓 膜 , 指 的 是 那些 遭受 在 其 边缘 上 外 加 强 拉 仲 力 拉 伸 的 薄板 . 在 这 种 情形 下 ,可 
以 忽略 由 于 板 弯曲 产生 的 附加 纵向 应 力 . 因此 可 以 认为 应 力 张 量 cu 的 分 量 就 
等 于 不 变 的 外 加 拉 伸 应 力 . 此 时 将 方程 (14.4) 中 的 第 一 项 与 第 二 项 比较 ,前 者 
可 以 忽略 ,于 是 我 们 得 到 平衡 方程 


of 
P=0. 14.8 
hoa,s 0 十 ( ) 


边界 条 件 为 : 在 斑 膜 的 边缘 周 线 上 ,z =0. 以 上 方程 是 线性 方程 . 特别 简单 的 情 
形 是 各 向 均匀 拉 伸 . 这 时 各 个 方向 上 的 膜 应 力 都 是 相同 的 . 设 了 是 施加 于 板 边 
缘 单位 长 度 上 的 拉力 的 绝对 值 . 于 是 ,ho。s = 76 ,我 们 得 到 如 下 形式 的 平衡 方 
程 : 


























QS 


TA +P = 0. (14.9) 
习 题 


1. 当 穹 曲 程度 大 到 六 户 时 ， 试 确定 板 的 搁 度 与 作用 在 板 上 的 力 的 关系 . 
解 : 对 方程 (14.7) 各 项 的 估计 表明 ,~El". 当 Yh 时 , 式 (14.6) 中 的 第 
一 项 远 较 第 二 项 为 小 ,后 者 的 数量 级 为 RAR ~Ehi /AL(1 为 板 的 尺寸 ). 令 其 与 
外 力 已 相等 ,得 
LP 173 
ce 
由 此 可 见 ,t 与 作用 力 的 立方 根 成 正比 ， 
2. 试 确定 半径 为 及 的 圆 形 膜 在 重力 场 中 水 平 放 置 时 的 形变 . 
解 : 已 知 P=pgh, 在 极 坐 标 中 , 式 (14.9) 具 有 以 下 形式 : 
到- 学 
由 r=0 时 解 有 限 和 r=RR 时 =0 的 条 件 , 得 到 


5 = 0%(R -7). 
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迄今 为 止 在 有 关 薄 板 形变 的 讨论 中 ,我 们 都 认为 板 的 未 形变 状态 是 平面 , 
其 实 , 自 然 状 态 为 弯曲 形 状 的 板 ( 这 样 的 板 称 为 这 ) 的 形变 所 呈现 的 特征 ,与 平 
板 的 形变 有 本 质 上 的 不 同 . 
伴随 平板 弯曲 引起 的 拉 伸 与 板 自 身 的 指 度 值 相 比 是 二 阶 小 量 效应 . 这 表现 
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在 ,例如 ,确定 拉 伸 的 应 变 张 量 (14. 1) 是 * 的 二 次 宕 . 这 发 生 形 变 时 情形 完全 不 
同 ; 此 时 拉 伸 是 一 阶 效 应 ,因此 ,即使 在 小 弯曲 时 也 很 重要 . 说 明 这 一 性 质 的 一 
个 最 简单 的 例子 是 球 过 的 均匀 拉 伸 . 设 令 球 这 上 所 有 的 点 部 有 同样 的 径 向 位 移 
Z, 则 赤道 长 度 的 增加 等 于 2m ,相对 伸 长 为 2nlA(2wR) =L/R. 因此 ,应 变 张 量 
与 的 一 次 寡 成 正比 . 当 Rw , 即 曲 率 趋 于 零 时 ,这 个 效应 也 趋 于 零 , 因 而 它 古 
与 沉 的 曲率 有 关 的 特殊 性 质 . 

设 丸 是 壳 昌 率 半径 的 数量 级 , 它 通常 与 过 尺寸 的 数量 级 相同 . 于 是 ,伴随 弯 
曲 引起 拉 伸 的 应 变 张 量 是 VR 的 数量 级 ,相应 的 应 力 张 量 是 九 /R 的 数量 级 ,而 
(单位 面积 上 的 ) 形 变 能 ,根据 式 (14.2) ,是 Bh(L/R)” 的 数量 级 . 纯 弯 曲 能 的 数 
量 级 仍然 是 Eh*2/R'. 我 们 看 到 ,第 一 式 与 第 二 式 之 比 的 数量 级 为 (RA4)”, 亦 即 
二 者 的 数量 级 相差 很 大 . 我 们 强调 指出 ,不 管 挠 度 : 与 厚度 之 间 的 关系 如 何 ， 
上 面 的 结果 都 是 成 立 的 ,而 在 平板 弯曲 情形 下 , 仅 当 上 ~h 时 拉 伸 才 开 始 起 作 
用 . 



































在 某 些 情形 下 , 壳 有 可 能 存在 不 发 生 任何 拉 伸 的 特殊 类 型 的 索 曲 . 例如 两 
端 开口 的 柱 壳 ,如 果 在 弯曲 时 使 柱 壳 的 所 有 母线 彼此 保持 平行 ( 即 沿 着 任 一 母 
线 挤 压 柱 壳 时 ) ,就 可 能 存在 没有 拉 仲 的 形变 . 如 果 壳 具有 自由 ( 即 不 财 合 的 ) 边 
界 ,或 者 如 果 壳 是 闭合 的 ,但 它 的 由 率 在 不 同 的 位 置 取 不 同 的 符号 ,这 种 没有 拉 
伸 的 形变 在 几何 上 是 可 能 的 . 例如 ,闭合 球 壳 不 可 能 存在 没有 拉 伸 的 弯曲 ,但 是 
如 果 在 球 壳 上 开 个 孔 ( 并 且 不 将 孔 的 边缘 固定 ) , 则 这 样 的 形变 就 成 为 可 能 的 
了 . 因为 纯 弯 曲 能 远 比 拉 伸 能 小 ,很 明显 ,如 果 给 定 的 壳 允 许 做 无 拉 伸 形变 , 则 
一 般 来 说 , 帝 在 任意 外 力作 用 下 就 会 实际 出 现 这 样 的 形变 , 要 求索 曲 时 无 拉 伸 
给 可 能 的 位 移 w。 施加 了 很 大 的 限制 . 这 些 条 件 是 纯 几何 性 质 的 ,并 能 够 用 微分 
方程 的 形式 表示 出 来 ,它们 应 该 包含 在 关于 这 种 形变 的 总 平衡 方程 组 里 面 . 此 
处 我 们 不 再 继续 讨论 这 个 问题 ， 

如 果 壳 的 形变 伴随 有 拉 伸 , 则 一 般 来 说 拉 伸 应 力 比 弯曲 应 力 大 得 多 ,并且 
可 以 忽略 弯曲 应 力 〈 建 立 在 忽略 弯曲 应 力 基础 上 的 壳 体 理论 , 称 为 壳 体 的 薄膜 
理论 ). 

壳 的 拉 伸 能 可 用 遍及 壳 面 的 积分 计算 : 


h 
mi = 3| waoedh, (15.1) 


式 中 ws 是 相对 于 曲线 坐标 的 二 维 (a,B =1,2) 应 变 张 量 , 而 应 力 张 量 op 与 wop 
的 关系 式 (13.2) 现 在 可 以 用 二 维 张 量 记号 写 为 


o Pe a ee u,, |. (15.2) 
1l1-o 


op aoB yy 


















































特别 需要 研究 的 情形 是 党 承受 横向 集中 力 的 作用 . 这 样 的 集中 力 可 以 来 目 
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支 座 的 固定 点 (或 线 ) 作 用 在 过 上 的 反作用 力 . 集中 力 使 过 在 力 的 作用 点 周围 不 
大 的 区 域内 产生 弯曲 . 设 4 具有 力作 用 点 区 域 的 数量 级 (所 以 它 的 面积 与 
d? 同 数量 级 ). 因为 在 4 的 长 度 范围 内 , 抄 度 7 的 改变 相当 大 , 故 单位 面积 上 的 
弯曲 能 的 数量 级 是 有 2《Ld ,而 在 数量 级 为 2 的 面积 上 的 总 弯曲 能 的 量 级 为 
Ep/4. 拉 伸 应 变 张 量 仍 为 ~ i/R, 而 由 集中 力 引 起 的 总 拉 伸 能 
~ Eh(l/R)*d*. 由 于 随 着 4d 的 减 小 ,弯曲 能 增加 而 拉 伸 能 下 降 , 所 以 很 明显 在 确 
定 集中 力作 用 点 附近 的 形变 时 ,这 两 部 分 能 量 都 必须 考虑 . 弯曲 区 域 大 小 4d 的 
量 级 由 这 两 部 分 能 量 之 和 取 极 小 值 的 条 件 确 定 ,于 是 

d ~ VhR, (15.3) 
此 时 ,能量 的 数量 级 是 E42 /R. 将 能 量 对 7 变 分 并 令 其 与 力 / 所 作 的 功 相等 , 即 
求 出 挠 度 儿 ~fR/ER. 

但 是 如 果 作 用 在 壳 上 的 力 足 够 大 , 则 壳 
就 会 出 现 塌陷 ,其 形状 发 生 相 当 大 的 改变 . 
在 这 种 特殊 情形 下 ,确定 形变 与 作用 载荷 的 
关系 需要 作 专 门 研究 2. 

设 上 共有 保证 其 几何 上 为 刚性 的 固定 边 
界 的 凸 壳 受 到 一 个 沿 表面 内 法 线 方 向 的 较 六 
大 集中 力 f 的 作用 . 为 简单 计 , 我 们 假设 壳 是 | ' 
半径 为 R 的 球 壳 的 一 部 分 ,塌陷 部 分 是 个 球 7 
冠 , 它 近似 于 初始 形状 的 镜面 反射 (图 9 表 Le/ 
示 壳 的 一 个 子午 截面 ). 现在 的 问题 是 确定 
搁 曲 尺寸 与 力 大 小 之 间 的 关系 . 

弹性 能 的 主要 部 分 集中 在 塌陷 区 域 边 图 9 
缘 近 旁 的 使 壳 体 受到 较 大 弯曲 的 狭 条 内 (把 
它 称 为 弯曲 狭 条 ,用 d 表示 它 的 宽度 ). 我 们 估计 一 下 这 个 能 量 ,假设 挠 曲 部 分 
的 尺寸 (半径 )r << 尺 ,这 时 角 wa 1( 见 图 9). 此 时 ,r=Rsina ~Ra, 而 挠 曲 深度 
妃 =2R(1 -cosa) ~ Ra. 用 表示 在 弯曲 狭 条 内 过 上 各 点 的 位 移 . 和 前 面 所 做 
过 的 完全 一 样 ,我 们 得 到 单位 表面 面积 上 沿 着 子午 线 的 弯曲 能 和 沿 着 纬 线 的 拉 
伞 能 @ ,相应 的 数量 级 分 别 等 于 
































@ 本 文 下 面 叙述 的 结果 是 波 格 列 洛 夫 (A, B. Ioroperoa(1960) ) 取 得 的 . 有 关 该 问题 更 精确 的 分 析 
以 及 其 它 类 似 的 问题 可 参见 他 的 著作 :Teopmg o6omroseKk HPH sakpMTadqecKHX He 中 opMannax( 超 临界 形变 
的 壳 体 理论 ). Mocksa:Hayrka,1965. 

图 在 一 级 近似 下 沿 子午 线 的 曲率 不 影响 索 体 弯曲 ,就 像 平 板 的 柱 形 弯 曲 一 样 ,过 体 弯 曲 时 沿 子午 线 
没有 发 生 总 体 拉 伸 ， 
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Eh 2 Ehe? 
| 
在 给 定 情 况 下 ,从 几何 上 确定 位 移 : 的 数量 级 : 在 宽度 4 上 的 子午 线 方 向 改变 
了 一 个 角 ~a, 由 此 ,tl ~ ad ~rd/R. 将 上 述 两 个 能 量 密度 乘 以 弯曲 狭 条 的 面积 
( ~rd) ,我 们 得 到 能 量 

















Ehr Ehdir 

Rd R' 
由 它们 之 和 的 极 小 值 条 件 ,我 们 重新 求 出 弯曲 狭 条 宽度 4 ~ (hR)” ,而 这 时 总 
弹性 能 ~ Er (PR) ,或 换 成 男 一 种 形式 ， 


i 0 
const * Eh 5 (15.4) 





在 进行 推导 时 我 们 已 经 假定 了 d < r, 因 此 ,公式 (15.4) 在 满足 下 面 的 条 件 时 是 
正确 的 ; 


<< 1. (15.5) 


2 
r 


塌陷 时 , 球 冠 的 外 层 变 为 内 层 并 相应 地 受到 不 缩 ,而 内 层 变 为 外 层 并 受到 拉 伸 . 
相对 伸 长 (或 缩短 ) 为 ~ h/R. 所 以 ,与 它们 相关 联 的 塌陷 区 域 的 总 能 量 
~ 琅 (h/R)*hr*. 在 式 (15.5) 的 条 件 下 与 弯 帆 狭 条 的 能 量 表达 式 (15. 4) 相 比较 ， 
塌陷 区 域 的 总 能 量 确 实 是 小 的 。 

可 以 通过 使 /与 能 量 式 (15.4) 对 及 的 导数 相等 得 到 待 求 塌陷 深度 五 与 施 
加 力 f 之 间 的 关系 . 于 是 我 们 得 到 








LR 
Eh 
我 们 注意 到 这 一 依赖 关系 的 非 线 性 特性 . 

最 后 ,假设 壳 的 (塌陷 ) 形 变 是 在 均匀 外 部 压强 p 的 作用 下 发 生 的 . 在 这 种 
情形 下 ,外 力 所 作 的 功 等 于 pAV, 其 中 AV ~ Hr” ~ 厂 R 是 塌陷 时 受 限 吝 体积 的 变 
化 . 令 总 自由 能 ( 亦 即 弹性 能 (15.4) 减 去 上 述 的 功 ) 对 五 的 导数 等 于 零 , 得 到 

hE” 

人 

此 一 关系 的 特性 (在 p 减 小 时 ,五 增加 ) 表 明 , 在 这 种 情形 下 ,塌陷 状态 是 不 稳定 
的 . 由 公式 (15.7) 确 定 的 五 值 对 应 于 在 给 定 p 下 的 不 稳定 平衡 : 具有 和 较 磊 值 
的 塌陷 自发 地 增长 ,而 具有 较 小 瑟 值 的 塌陷 自发 地 减 小 (容易 验证 , 式 (15. 7) 
所 对 应 的 是 总 自由 能 的 极 大 值 而 不 是 极 小 值 ). 外 载荷 存在 这 样 一 个 临界 值 p = 
Pp。, 超 过 这 个 临界 值 后 , 壳 形 状 发 生 任何 一 点 小 变化 也 会 自发 增长 . 可 以 将 这 个 





(15.6) 








(15.7) 














@ ”更 精确 的 计算 给 出 式 子 前 面 的 常 系数 值 为 :const=1.2(1-o) “3. 
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临界 值 佑 计 为 公式 (15.7) 给 出 五 ~h 时 的 p 值 : 
_ Ep’ 
RR? 
这 里 ,我 们 对 壳 的 理论 讲述 只 限于 上 述 简短 的 导论 和 在 本 节 后 面 习 题 中 讨论 的 
若干 简单 例子 . 





(15. 8) 


习 题 


1.， 试 避 出 半径 为 尺 的 球 壳 对 称 形 变 的 平衡 方程 , 设 对 称 轴 通 过 球 党 中 心 . 

解 : 利用 球 坐 标 系 (坐标 原点 位 于 球 党 中 心 ,而 极 轴 沿 着 形变 党 的 对 称 轴 ) 
的 角 9,p 作为 壳 面 上 的 二 维 坐标 ， 

设 书 为 作用 于 壳 面 单位 面积 上 的 径 向 外 力 , 该 力 必 须 与 作用 在 壳 元 上 的 
切 向 应 力 的 径 向 合力 相抵 . 相应 的 条 件 记 为 : 


+0%) = P,. (1) 


此 方程 与 熟知 的 另 一 个 拉 普 拉 斯 方程 完全 类 似 , 这 个 拉 普 拉 斯 方程 是 用 来 确定 
与 分 界面 上 表面 张力 有 关 的 两 种 介质 间 压 强 差 的 . 

进而 , 设 0,(0) 是 在 9=const 的 纬 线 国 周 以 上 球 党 部 分 上 作用 的 党 极 轴 (z 
轴 ) 方 向 的 等 效 总 外 力 . 该 力 必须 与 作用 在 亮 面 同一 纬 线 贺 截面 2mRhsin8 上 的 
应 力 在 z 轴 方 向 的 投影 27Rho posin0 相抵 . 由 此 


2nRhosin’d = 0,(0). (2) 
由 方程 (1) 和 (2) 可 确定 应 力 分 布 ,然后 按 如 下 公式 得 到 应 变 张 量 : 
1266 = 去 (ou - Caop)， Upp = (0 -oo)， ww =0. (3) 
最 后 ,位 移 矢 量 可 借助 于 下 面 的 方程 求 出 : 
和 了 4)， pe 二 (uscotl pe (4) 


2. 试 确定 园 顶 向 上 放置 的 半球 壳 在 自重 影响 下 的 形变 , 设 园 顶 的 边缘 可 洛 
水 平 支 座 自由 移动 (图 10). 
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解 : 我 们 有 . 
P, =-pghcos0, 0 = -27Rpeh(l -cos0) 
(0Q, 为 96=const 的 圆周 以 上 那 部 分 这 的 总 重 ). 由 式 (1) 和 (2) 求 出 
-_ Rpg 区 1 本 
Fw 一 cos0， “me Apsj og 0 


按 式 (3) 计 算 wwe 和 am, 然后 由 方程 (4) 计 算 zy 和 uw,( 积 分 第 一 个 方程 时 出 现 的 
常数 ,要 用 9=T/2 时 w=0 的 条 件 来 确定 ) ,结果 得 到 : 


Repg(1 | cos0 


2 FE 1 + cosDb 


+ Jn(1 + cosb)]sing， 


A < 人 全 一 Coosb - eos bln(1 + cos 0)|]- 


在 0=T/2 时 ,u, 给 出 支 座 的 水 平 位 移 值 . 
3. 试 确定 边缘 国定 、 圆 顶 朝 下 放置 的 半球 壳 的 形变 ; 设 壳 内 蒙 满 液体 (图 
11) ,与 液体 的 重量 相 比 党 体 自重 可 以 忽略 . 
解 : 我 们 有 
P,= pngRcos0, P, = 0. 


0 
Q,= 2mR Pcos bsin 0d0 = 











2TR3 
六 A - cos’0) 
3 
(po 是 液体 密度 )., 其 次 ,用 公式 (1) 和 (2) 求 出 
Ripog (1 -~ cos 0) 本 _ Rpog (-1+3cosb -2c0s’ 0) 
Oo = 3 大 sin20 3 gp 3 有 sin20 


对 于 位 移 ,得 





及 pog(1 +OI) . cos0 
mo noiteosB + ln(l + 0000)], 
R pog(1 +0o) 3cos0 
,人 = 一 | eosoln(1 + cosg) -1 友人 | 


在 0=TX2 时 ,u, 为 有 限 值 , 它 应 当 是 零 
但 没有 为 零 . 这 就 意味 着 ,在 壳 体 的 固 
定 边 缘 附 近 实 际 上 发 生 了 使 所 得 解 不 
再 适用 的 大 弯曲 . 

4， 有 一 形 如 球 冠 的 党 , 它 的 自由 边 
缘 支 放 在 固定 的 支 台 上 (图 12), 试 确 
定 在 自重 0 作用 下 壳 的 挠 度 ， 

解 : 主要 形变 发 生 在 外 翻 的 边缘 附 
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近 ( 图 12 上 的 虚线 ). 此 时 ,位 移 wu 远 小 于 径 向 位 移 凡 =6. 因为 随 着 离开 支撑 
线 的 程度 而 迅速 减 小 ,于 是 产生 的 形变 就 可 以 当 作 长 度 为 2TRsin a 的 长 平板 的 

形变 来 研究 . 此 一 形变 由 板 的 这 曲 形变 和 拉 伸 形变 相 加 而 成 . 板 上 每 一 点 的 相 
对 伸 长 等 于 EI/R (RR 是 和 克 的 半径 ) ,因此 体积 拉 伸 能 为 EL"/2R*. 引入 距 支 撑 线 的 
距离 x 作为 自 变量 , 则 总 拉 伸 能 为 





lpl 一 





hE dc 
24(1 - o) 全 :] de 
将 和 本 =Pin+Eon 对 上 取 变 分 ,得 到 方程 

当 ww 时 ,应 趋 近 于 零 ; 而 当 x =0 时 ,必须 满足 力矩 为 零 的 边界 条 件 久 =0， 
以 及 弯曲 时 沉 面 的 法 向 力 与 相应 的 重力 分 量 相 等 的 条 件 

hE 


Fy = 2TRsina 








oR = Qceosa. 
¢ = Ae cosnr, 
式 中 
| a 
hkR Eh 8Th 
亮 的 抄 度 为 


d = (0)cosa = 4cosa. 
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现在 我 们 来 研究 细 杆 的 形变 . 这 种 情形 与 前 面 所 研究 过 的 各 种 问题 的 不 同 
之 处 在 于 : 即使 应 变 很 小 ( 即 应 变 张 量 ws 很 小 ) ,位 移 矢 量 w 也 可 能 很 大 ?. 臂 
如 , 细 长 杆 在 小 弯曲 时 ,尽管 杆 内 相 邻 点 的 相对 位 移 很 小 ,但 杆 的 两 端 却 能 在 空 
间 上 有 相当 大 的 移动 . 

杆 的 个 别 部 分 能 够 作 较 大 位 移 的 形变 有 两 种 类 型 : 其 一 是 杆 的 弯曲 ,其 二 
是 杆 的 扭转 . 我 们 首先 研究 第 二 种 情形 . 

扭转 形变 指 的 是 这 样 的 形变 : 即 形变 时 杆 依然 是 直 杆 ,但 是 杆 的 每 一 层 横 


@@ 只 有 不 改变 杆 形 状 的 简单 拉 伸 是 个 例外 , 即 在 小 的 拉 伸 时 ,除了 张 量 wi 总 是 小 量 外 ,矢量 ww 同 
样 也 是 小 量 ， 
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截面 相对 于 位 于 其 下 的 模 截面 转动 了 某 个 角度 . 如 果 杆 很 长 , 则 在 小 扭转 时 相 
隔 足 够 远 的 两 个 截面 彼此 之 间 也 能 够 转 过 大 的 角度 . 杆 侧 表面 上 的 母线 形变 前 
与 杆 轴 平 行 ,在 扭转 时 变 成 了 螺旋 线 的 形状 . 
我 们 来 研究 任意 截面 的 细 直 杆 . 取 坐 标 系 使 z 轴 沿 着 杆 轴 , 坐 标 原点 可 以 取 
在 杆 内 的 任何 一 点 . 引入 扭转 角 7 作为 杆 在 单位 长 度 上 的 旋转 角 . 这 就 是 说 ,处 
于 距离 为 dz 的 两 个 无 限 接近 的 横 和 截面 ,彼此 的 相对 旋转 角 为 dp = Tdz (于 是 7 
=dgp/dz). 我 们 假设 扭转 形变 本 身 很 小 , 亦 即 杆 上 相 邻 部 分 的 相对 位 移 很 小 . 实 
现 这 一 点 的 条 件 是 : 当 两 个 横 截 面 治 杆 长 方向 的 距离 与 杆 的 横 截 面 尺寸 尺 数量 
级 相同 时 ,它们 之 间 的 相对 旋转 角 很 小 , 亦 即 
T 尺 << 1. (16.1) 
现在 我 们 来 考察 杆 在 坐标 原点 附近 不 长 的 一 段 并 确定 其 中 各 点 的 位 移 u. 
选取 在 坐标 平面 wy 上 的 模 截 面 作为 没有 位 移 的 面 . 众所周知 ,在 径 矢 > 旋转 一 
个 小 角 sp 时 ,其 端点 的 位 移 由 如 下 公式 确定 : 
ar = SP xr (16.2) 
式 中 8p 是 一 矢量 ,其 绝对 值 等 于 旋转 角 ,方向 与 旋转 轴 相 同 , 现在 的 情形 是 绕 z 
轴 旋 转 ,并 且 坐 标 为 z 的 那些 点 相对 于 坐标 平面 xy 的 旋转 角 等 于 rz( 在 坐标 原 
点 附近 的 区 域内 , 角 7 可 以 视 为 常量 ). 现在 ,由 公式 (16.2) 给 出 位 移 矢 量 的 分 
量 ,ww;: 
































Us = 一 TZY ， U, = T2%. (16.3) 
一 般 来 说 扭转 时 杆 上 的 点 也 产生 沿 着 z 轴 的 位 移 . 因为 + =0 时 不 存在 这 种 
位 移 , 所 以 在 小 的 7 时 ,可 以 认为 沿 z 轴 的 位 移 与 7 成 正比 . 于 是 
u, = Ti (x,y), (16.4) 
式 中 少 (x,y) 是 x 和 Yy 的 函数 , 称 为 扭转 函数 . 因而 由 公式 (16.3) 和 (16.4) 描 述 
的 形变 是 这 样 的 形变 , 即 杆 的 每 一 个 横 截 面 在 绕 z 轴 旋 转 的 同时 ,还 发 生 了 者 
曲 ,而 不 再 保持 是 平面 . 必须 指出 , 按 一 定 方式 在 xy 平面 选择 了 坐标 原点 ,就 相 
当 于 把 杆 截面 上 的 一 个 确定 点 “国定 ” 住 了 ,所 以 它 就 不 能 在 这 个 平面 内 移动 
(但 是 ,可 以 沿 着 z 轴 移动 ). 自然 ,改变 坐标 原点 的 选择 不 会 影响 扭转 形变 本 
身 ,而 只 是 引起 了 一 个 无 关 重要 的 整体 位 移 . 
知道 了 之 后 就 可 以 求 出 应 变 张 量 的 分 量 . 因为 在 所 研究 的 区 域内 ww 很 
小 ,所 以 可 以 利用 公式 
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wo = 工 (到 -y)， we = 王 ( 呈 +， (16.5) 
07 

我 们 注意 到 ws = 0, 换 句 话 说 ,扭转 并 不 伴随 体积 的 改变 , 亦 即 扭转 是 纯 剪 切 

形变 . 
关于 应 力 张 量 的 分 量 ,我 们 得 到 ， 

Ox = 0Oy = = 0 = 0， 

or。 = 214 _ | » = Du,, -pr (各 + (16.6) 

(这 里 利用 剪 切 模 量 人 来 代替 已 和 比较 方便 ). 因为 只 有 os 和 o, 不 为 零 ,所 











oo。 go 
和 十 a 0. (16.7) 
将 式 (16.6) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 扭转 函数 应 该 满足 的 方程 : 
A = 0， (16. 8) 





式 中 A 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 
但 是 ,更 为 方便 的 是 引进 另 一 个 辅助 函数 XxX(*,7) ,其 定义 由 以 下 等 式 给 出 


oa = pr 中 ， CI = -2nr 作 (16.9) 


yz 


在 杆 截面 的 周 线 上 这 个 函数 满足 更 方便 的 边界 条 件 ( 详 见 后 述 ), 比较 式 (16.9) 
和 (16.6) ,得 到 


0 = EE (16. 10) 


oy” 07 Ox 
es 第 二 个 等 式 对 x 求 导 数 ,然后 相 减 , 即 得 到 关于 函数 
X 的 方程 ; 

Ax =-1. (16.11) 

为 了 确定 杆 表面 的 边界 条 件 ,我 们 注意 到 ,因为 杆 很 细 , 故 作用 于 其 侧 表面 
的 外 力 远 小 于 杆 内 发 生 的 内 应 力 ,因而 在 求 边界 条 件 时 可 以 令 外 力 等 于 零 . 这 
与 我 们 在 研究 薄板 弯曲 时 的 情形 完全 类 似 . 这 样 一 来 ,在 杆 的 侧 表面 上 应 有 
oans =0. 由 于 z 轴 方向 与 杆 轴 一 致 ,所 以 法 向 矢量 严 只 有 分 量 n, ,ny. 因而 这 个 
等 式 归结 为 如 下 条 件 : 
oun,s + oun, = 0. 


将 式 (16.9) 代 人 上 式 ,得 到 
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式 中 x,y 是 边界 点 的 坐标 ,di 为 弧 元 . 于 是 我 们 得 到 
ds + dy = dx = 0， 
由 此 X = const, 亦 即 在 截面 的 边界 上 xX 是 常数 . 因为 在 式 (16.9) 的 定义 中 只 引入 


了 函数 x 的 导数 ,显然 对 于 这 个 函数 可 以 附加 任意 常数 . 因而 ,如 果 截 面 的 边界 
是 单 连 通 的 ,不 失 一 般 性 ,可 以 令 











X=0 (16. 12) 
作为 方程 (16. 11) 的 边界 条 件 ?. 
对 于 多 连通 的 边界 ,在 构成 截面 边界 的 每 一 
条 闭合 曲线 上 ,x 具有 不 同 的 常数 值 . 因此 ,只 能 在 
其 中 的 一 条 边界 曲线 上 ,例如 在 外 边 的 边界 (图 13 
上 的 Co) 上 , 令 X 等 于 零 . 在 其 它 的 边界 上 ,x 的 值 
由 作为 坐标 函数 的 位 移 u, = ry (x,Y) 的 单 值 性 条 
件 来 确定 . 正 因 为 扭转 函数 y(x,y) 的 单 值 性 ,其 
微分 dy 在 闭路 周 线 上 的 积分 必须 等 于 零 . 因此 ， 
借助 于 关系 式 (16. 10) ,我 们 有 


fu fe) = 


= - 24( dy - oe) -fxdy - yds) = 0， 














或 
ql = -5s, (16. 13) 
On 


式 中 及 /9n 是 函数 xX 沿边 界外 法 线 方 向 的 导数 ,而 5 为 该 边界 线 所 包围 的 面积 . 
将 式 (16. 13 ) 应 用 于 每 一 个 闭合 曲线 C) ,C; ,… ,我 们 即 得 到 待 求 的 条 件 . 

我 们 现在 来 确定 受 扭 转 杆 的 自由 能 . 体积 自由 能 等 于 
Oi Wir 


= 
2 


1 
= Oe Uys + Oy Uys = To + 0y ). 
将 式 (16.9) 代 人 ,得 
2 2 
F = 2u7 | {RY) + {R= pr (vy)’ 
ps 
式 中 符号 V 表 示 二 维 梯度 . 单位 长 度 杆 的 扭转 能 ,可 由 上 式 沁 及 横 截面 面积 的 积 
”用 方程 (16.11) 和 边界 条 件 (16. 12) 确 定 所 转 形 变 的 问题 与 用 方程 (14.9) 确定 均匀 葵 寺 下 平 下 
洲 腊 的 夸 曲 形状 问题 在 形式 上 是 相同 的 . 


指出 这 一 问题 的 流体 力学 类 比 不 无 神 益 : 黏 性 流体 在 管 截 面 的 速度 分 布 v(x,y) 是 由 形 如 (16. 11) 的 
方程 确定 的 ,在 静止 管 辟 上 w=0 则 相当 于 边界 条 件 (16. 12) (参看 本 教程 第 六 着 8 17 ). 
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分 求 出 ,结果 等 于 Cr /2 ,其 中 系数 C 为 
C = 44|(VX)’d, 
我 们 将 C 称 为 杆 的 扭转 刚度 . 杆 的 总 弹性 能 等 于 沿 其 长 度 的 积 
F,, = 3| Cr2?dz. (16. 14) 





写 出 
(VX)” =V (Vx) -xMx = VV: (x VX) +xX, 
并 将 第 一 项 的 积分 变换 为 沿 杆 截面 的 周 线 积分 , 则 得 到 


C = tu px dl + 和 [xd/ (16. 15) 
如 果 截 面 的 边界 是 单 连通 的 , 则 边界 条 件 x =0 使 第 一 项 为 零 , 上 式 变 为 
C= 名 | xdzdy (16. 16) 


对 于 多 连通 的 边界 ( 见 图 13 ) ,在 外 边 的 边界 C 上 置 X =0, 并 通过 XX; 表示 内 部 
边界 C; 上 x 的 常数 值 ,借助 于 式 (16. 13 ) 我 们 得 到 


C = 4p Dx a hu| xdxdy (16. 17) 

(应 当 记 住 式 (16. 15) 中 的 第 一 项 积分 在 边界 Cu 上 按 正 向 积分 ,而 在 边界 C, 上 
按 反 向 积分 ). 

现在 我 们 研究 扭转 中 最 通常 的 情形 , 亦 即 杆 的 一 端 加 定 不 动 而 外 力 仅 作用 
于 另 一 端 表面 的 情形 ,这 些 外 力 只 使 杆 产 生 扭 转 ,而 没有 任何 其 它 的 形变 (例如 
弯曲 形变 ). 换 句 话说 ,它们 组 成 了 某 个 环绕 固定 杆 杆 轴 的 力 偶 ,该 力 偶 矩 用 玉 
表示 . 

自然 会 预料 到 ,在 这 种 情形 下 ,单位 长 度 杆 长 上 的 扭转 角 7 为 常数 . 例如 ， 
从 平衡 时 杆 的 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 即 可 证 实 这 一 点 . 形变 杆 的 总 能 量 等 于 
Fs + U0, 其 中 U0 为 由 外 力作 用 引起 的 势能 .将 7=dyp/dz 代 和信 式 (16. 14) ,并 对 
角度 p 取 变 分 , 求 得 

d8 


3=| c() a: + 8U = fc 季 写 2qz + 8U =0, 






































或 者 进行 分 部 积分 ,得 

-| C Tapd i 
上 式 左 端的 最 后 一 项 是 在 积分 上 下 限 处 ( 即 杆 的 两 端面 处 ) 的 差 值 . 杆 的 一 端 ， 
比如 说 下 端 固定 ,因而 在 那里 gp =0. 至 于 说 到 热能 的 变 分 50 ,将 它 取 相反 符号 


后 便 是 外 力 转 过 角 sp 时 作 的 功 . 由 力学 已 知 ,旋转 时 力 偶 所 作 的 功 等 于 旋转 角 
与 力 偶 窍 之 积 M59. 因为 没有 任何 其 它 的 外 力 , 所 以 87 = - Wap ,于 是 我 们 得 
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到 
| Saseaz + sp(- M+ C7) =0. (16. 18) 
ya 


上 式 左 端 第 二 项 的 取 值 为 在 积分 上 限 处 的 值 . 在 对 dz 的 积分 中 , 变 分 sp 是 任 
意 的 ,因而 必须 使 Cdr/dz =0, 亦 即 
: T = const, (16.19) 
于 是 , 沿 着 杆 的 整个 长 度 ,单位 长 度 上 的 扭转 角 是 一 常 值 . 所 以 上 端面 相对 于 下 
端面 的 总 旋转 角 等 于 扭转 角 r 与 村 长 1 之 积 zl 
方程 (16. 18 ) 中 的 第 二 项 也 必须 等 于 零 ,由 此 得 到 恒定 扭转 角 的 表达 式 : 

MM 
C 








(16. 20) 


pr 


习 题 


1. 试 确定 半径 为 尺 的 贺 截 面 杆 的 扭转 刚度 . 

解 : 习题 1 一 4 的 解 形式 上 与 黏 性 流体 沿 同样 截面 的 管内 运动 问题 的 解 是 
一 样 的 (参见 本 节 最 后 一 个 脚注 ). 流体 通过 管 截面 的 流量 Q 对 应 这 里 的 C. 

对 于 圆 截面 杆 ( 坐标 原点 在 截面 中 心 ) 我 们 有 


X= 


扭转 刚度 
muR’ 
a 
对 于 函数 峭 ,由 式 (16. 10) 得 由 =const. 但 根据 式 (16.4) ,常数 小 相当 于 杆 整 体 
沿 z 轴 的 简单 位 移 , 因 此 可 以 认为 凿 =0. 所 以 圆 杆 的 横 蕉 面 在 扭转 时 仍然 保持 
为 平面 . 
2. 同 习 题 1 ,但 截面 改 为 椭圆 ( 半 轴 为 a 和 4). 


C = 





解 : 扭转 刚度 
3 
Ca 
WA rp 
纵向 位 移 分 布 由 扭转 函数 给 出 如 下 : 
ba 
人 


(坐标 轴 洛 椭圆 轴 方 向 ). 
3. 同 习题 1 ,但 截面 改 为 等 边 三 角形 ( 边 长 为 4). 
解 : 扭转 刚度 
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ae 


O04 
担 转 函数 
= FC + 7) (#3 -y). 


此 时 ,坐标 原点 选 在 三 角形 的 中 心 ,而 轴 与 三 角形 中 的 一 个 高 重合 . 
4. 同 习题 1 ,但 杆 收 为 一 长 条 形 薄 板 ( 宽 为 d, 厚 为 h, 且 hh <d). 
解 : 这 一 问题 相当 于 黏 性 流体 在 两 个 平行 壁 板 之 间 的 流动 问题 . 结果 : 
dj 
3 
5. 同 习题 1, 但 杆 改 为 一 圆 管 (内 外 半径 分 别 为 RI 和 R,). 
解 : 在 极 坐 标 中 ,函数 


Ce 


1 2 2 
X= (Be -7) 
在 圆 管 截面 的 内 外 边界 上 满足 条 件 (16. 13). 根据 公式 (16.17) , 求 出 
C = Fp Rs - Ri). 


6. 同 习 题 1 ,但 杆 改 为 任意 截面 的 薄 壁 管 . 

解 : 由 于 管 壁 薄 , 可 以 认为 沿 着 壁 厚 有 ,六 数 XX 按 线 性 规律 yY =VyA[p(y 为 沿 
壁 厚 的 坐标 ) 从 一 侧 的 零 变 到 另 一 侧 的 X1. 于 是 ,由 条 件 (16. 13) 给 出 XL/h=5， 
其 中 工 是 管 截面 边界 线 的 长 度 ,而 S 是 边界 线 包 围 的 面积 . 在 表达 式 (16.17) 
中 ,第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,于 是 我 们 得 到 
4hS’h 

a 

若 把 管 沿 它 的 一 条 母线 纵向 剪 开 ， 则 把 转 刚度 急剧 下 降 ， 变 为 ( 概 据 习题 4 的 结 
果 )C =jLh’/3. 
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在 弯曲 的 杆 内 ,一些 地 方 受 拉 伸 ,另外 一 些 地方 受 压缩 . 在 弯曲 杆 凸 起 的 一 
侧线 条 拉 长 了 ,而 在 内 目的 一 侧线 条 缩短 了 . 如 同 薄 板 的 情形 一 样 ,在 村 的 内 部 
沿 着 杆 长 存在 一 个 其 上 既 不 发 生 拉 伸 也 不 发 生 压缩 的 “中 性 面 ”, 它 把 压缩 区 域 
和 拉 伸 区 域 分 开 . | 

我 们 先 从 研究 一 小 段 杆 的 弯曲 形变 开始 ,可 以 认为 它 是 小 弯曲 . 这 里 我 们 
将 小 弯曲 理解 为 不 仅 应 变 张 量 是 小 量 ,而 且 杆 上 各 点 位 移 的 绝对 值 也 是 小 量 . 
我 们 这 样 选择 坐标 系 , 令 坐标 原点 位 于 所 研究 那 段 杆 的 中 性 面 上 ,z 轴 平 行 于 
(未 形变 的 ) 杆 轴 ; 设 弯曲 发 生 在 xx 平面 内 . 杆 发 生 小 弯曲 时 可 认为 弯曲 仅 发 生 


人 三 
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在 一 个 平面 内 ,这 与 微分 几何 中 的 一 个 熟知 的 事实 有 关 , 即 弱 弯 曲 曲线 对 于 平 
面 的 偏离 ( 称 为 曲线 的 找 率 ) 与 该 曲线 的 曲率 相 比 是 高 阶 小 量 . 
与 板 弯 曲 和 杆 扭 转 的 情形 类 似 , 在 细 杆 弯曲 时 ,作用 在 杆 侧 表面 上 的 外 力 
与 发 生 在 杆 内 部 的 应 力 相 比 是 个 小 量 , 故 在 确定 边界 条 件 时 ,可 以 认为 这 个 侧 
表面 上 的 外 力 等 于 零 . 于 是 ,在 杆 的 全 部 侧 表 面 有 oan =0, 又 因为 n,=0, 所 以 
Ouns + Cony = 0， 

令 i=y,z 同样 可 得 出 两 个 等 式 . 在 杆 的 横 截面 的 边界 线 上 选择 这 样 的 点 ,该 点 
的 法 向 矢量 n 平行 于 % 轴 . 边界 线 上 相对 边 的 某 处 必 也 存在 男 一 个 这 样 的 点 . 
在 这 两 个 点 上 , 因 n, =0, 故 由 前 而 写 出 的 等 式 得 o,, =0. 但 因 假设 杆 本身 很 细 ， 
如 果 在 截面 的 两 边 上 0, 为 零 , 则 它 沿 整 个 截面 也 是 小 量 ,所 以 可 以 在 整个 杆 中 
设 o,, =0. 类 似 分 析 方 式 使 我 们 确信 ,应 力 张 量 的 所 有 分 量 除 了 o, 外 全 部 等 于 
零 . 换 句 话说 ,在 细 杆 弯曲 时 ,内 应 力 张 量 的 分 量 中 只 有 拉 伸 (或 压缩 ) 的 分 量 是 
大 量 . 只 有 应 力 张 量 分 量 0 不 为 零 的 形变 不 是 别 的 , 正 是 单纯 拉 伸 或 单纯 压缩 
的 形变 ( 85). 这 样 一 来 ,在 弯曲 杆 的 每 一 个 体 元 内 发 生 的 形变 都 是 单纯 拉 伸 
(或 压缩 ). 当然 ,在 杆 的 每 一 个 横 截面 内 的 不 同 点 上 , 拉 伸 量 本 身 的 大 小 并 不 一 
样 , 因 此 整个 杆 会 发 生 弯曲 . 

不 难 确定 杆 内 每 一 点 的 相对 伸 长 量 . 我 们 考虑 坐标 原点 附近 平行 于 杆 铀 方 
向 的 任 一 长 度 元 dz. 当 杆 弯曲 时 ,dz 的 长 度 有 所 改变 , 设 它 等 于 dz ,只 有 位 于 中 
性 面 内 的 长 度 元 保持 不 变 . 设 R 为 坐标 原点 附近 中 性 面 的 曲率 半径 . 长 度 元 dz 
和 dz' 的 长 度 ,可 以 看 作 是 半径 分 别 为 尺 和 RR+x 的 圆周 的 弧 元 的 长 度 , 其 中 x 
是 长 度 元 dz' 所 在 点 的 x 坐标 值 . 因此 























pe 
dz 有 dz (1 + 三 和， 
于 是 ,相对 伸 长 等 于 
dz 一 qz x 
dz RR 
另 一 方面 ,长 度 元 dz 的 相对 伸 长 等 于 应 变 张 量 的 分 量 wu,. 因此 
x 
Us 三 RR (17., 1) 
现在 ,我 们 可 以 直接 利用 简单 拉 伸 时 的 关系 式 rc。 = Ew, 写 出 o,, 故 
和 (17.2) 





至 此 ,弯曲 杆 中 性 而 的 位 置 尚未 确定 . 它 可 以 由 所 研究 的 形变 必须 是 既 无 
总 的 拉 伸 也 无 总 的 压缩 的 纯 弯曲 条 件 确定 . 因此 ,作用 于 杆 模 截面 的 内 应 力 之 
合力 必须 等 于 零 ,也 就 是 遍及 横 截面 面积 取 的 积分 
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| esa 
必须 等 于 零 . 因此 ,用 c.。. 的 表达 式 (17.2) ,得 出 条 件 : 
| za =0. (17.3) 





男 一 方面 ,可 以 引入 村 截面 惯性 中 心 ( 亦 即 同一 形状 的 均匀 平板 的 惯性 中 
心 ) 的 概念 . 惯性 中 心 的 坐标 为 : 





[sdf Jyy 


[a [y 
这 样 一 来 ,条 件 (17.3) 就 表示 :在 原点 位 于 中 性 面 的 坐标 系 中 ,村 截面 惯性 中 心 
的 * 坐标 等 于 零 . 换 句 话说 ,中 性 面 通过 杆 横 截面 的 惯性 中 心 . 
应 变 张 量 的 分 量 除了 uw 不 等 于 零 外 ,还 有 两 个 分 量 也 不 等 于 零 , 因 为 简单 
拉 伸 时 有 us。 =v = -ow 知道 了 应 变 张 量 , 就 不 难 求 出 位 移 . 我 们 写 出 


























Ou, x Qu, Ou, Ox 
MR ay RR’ 
RR 人 Om 0 
02 OX 90y OX 0z 9y 
积分 这 组 方程 可 得 位 移 矢 量 分 量 的 如 下 表达 式 : 
Us = -去 [2 + (2 一作 )]， 4 = 于， w= (17.4) 


式 中 已 辕 积 分 常数 等 于 零 ; 这 就 是 说 ,我 们 把 坐标 原点 在 空间 冉 定 下 来 了 . 
由 公式 (17.4) 可 见 , 位 于 横 截 面 z = const =z6 上 的 点 ,弯曲 后 都 处 在 下 式 给 
出 的 面 上 : 





名 三 Z tw = 有 % 1+ 至) 
2 Ce py 
R 


我 们 看 到 ,在 所 考虑 的 近似 程度 内 , 咨 曲 后 的 截面 仍然 保持 为 平面 ,只 是 相对 于 
原来 的 初始 位 置 旋转 了 某 个 角度 ,但 截面 1 
的 形状 已 经 改变 ,比如 矩形 ( 设 边 长 为 和 
5 截面 杆 , 截面 边界 的 两 个 侧 边 (y = + 5/ 


2) 在 弯曲 后 的 位 置 分别 是 : 
b b x 
这 =+7(1 | 


亦 即 它 们 有 所 倾斜 ,但 仍然 是 直线 . 而 边界 
的 上 下 边 (x = + 上 oa/2) 却 弯 成 了 抛物 线 (图 
14): 
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， 杆 的 体积 自由 能 为 





将 其 沿 整个 横 截面 积分 ,得 





££ 
2R? 
此 式 即 是 单位 长 度 弯 曲 杆 的 自由 能 . 式 中 的 曲率 半径 是 是 中 性 面 的 曲率 半径 . 
晶 由 于 杆 细 长 ,在 同样 的 精度 下 ,这 里 可 以 把 弯曲 杆 本 身 看 作 是 一 条 没有 粗细 
的 曲线 (通常 称 为 弹性 曲线 ) ,并 直接 认为 丸 就 是 弹性 曲线 的 曲率 半径 . 
在 表达 式 (17.5) 中 ,引入 杆 的 横 截 面 惯性 矩 的 概念 是 比较 方便 的 . 定义 截 
面 所 在 平面 上 关于 7y 轴 的 截面 惯性 矩 为 积分 


1 = [2 (17.6) 


这 个 概念 与 转动 惯量 类 似 , 二 者 的 区 别 仅 在 于 这 里 用 面 元 代替 了 质量 元 . 于 
是 单位 长 度 杆 的 自由 能 可 以 写 为 


x df, (17.5) 











ey 














a 
2R” 7 

现在 我 们 再 来 确定 作用 在 杆 的 给 定 截面 上 的 内 应 力 之 力矩 (该 力矩 称 为 弯 

和 矩 ). 作用 于 截面 面 元 df 上 的 力 为 odf= 训 Edf, 方 向 沿 z 轴 . 它 关 于 y 轴 的 和 矩 为 


x0df: 因此 ,关于 y 轴 的 总 力矩 为 
M, = | = (17.8) 
故 弹性 曲线 的 曲率 1/R 与 作用 于 所 在 截面 上 的 弯 矩 成 正比 . 
惯性 和 矩 1 与 y 轴 在 截 平面 上 的 方向 有 关 . 比较 方便 的 办 法 是 像 在 力学 中 通 
常 所 作 的 那样 ,用 两 个 所 谓 的 主 惯 性 矩 来 表示 石 . 如 果 9 角 是 y 轴 与 杆 截面 的 一 
个 主 惯性 轴 的 夹 角 , 则 如 所 周知 ， 
1, = Lecos’0 + Lsin’g, (17.9) 
式 中 7, 了 ,是 主 惯性 矩 . 通过 z 轴 和 杆 截面 主 惯性 轴 的 平面 称 为 弯曲 的 主 平面 . 
例如 ,如 果 杆 截面 是 边 长 分 别 为 e 和 2 的 矩形 截面 , 则 它 的 惯性 中 心 位 于 
矩形 的 中 心 ,而 主 惯性 轴 平 行 于 和 矩形 的 两 个 边 . 主 惯 性 矩 分 别 为 
a30 ab’ 
n= b= (17. 10) 
若 截面 是 半径 为 丸 的 圆 , 则 惯性 中 心 位 于 圆心 ,而 主 惯性 轴 的 方向 是 任意 的 . 绕 


(17.7) 
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截 平面 上 通过 圆心 的 任何 轴 的 惯性 撼 都 等 于 


R’ 
Ly 17. 11 
5 (17.11) 
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上 一 节 我 们 只 研究 了 沿 着 弯曲 杆 长 度 方向 上 不 大 的 一 段 . 现在 转 而 研究 整 
个 杆 的 形变 ,我 们 必须 首先 选择 适当 方式 米 描述 这 种 形变 . 实际 上 , 当 杆 经 受 大 
挠 度 弯曲 时 9 ,一 般 来 说 , 它 在 弯曲 的 同时 ,还 会 产生 某 种 扭转 形变 ,所 以 最 终 的 
形变 是 由 纯 弯 曲 和 纯 扭 转 合成 的 形变 . 

采取 下 述 方式 描述 形变 较为 方便 . 把 整个 杆 划分 为 一 系列 无 限 小 的 单元 ， 
每 一 个 单元 都 是 从 杆 的 两 个 无 限 接近 的 横 截 面 切取 下 来 的 .在 每 一 个 这 样 的 单 
元 中 引入 专用 的 坐标 系 &,n,l ,适当 选择 坐标 轴 方 向 ,使 未 形变 杆 中 的 这 些 坐 标 
系 都 彼此 平行 ,并 且 所 有 & 轴 都 与 杆 轴 平 行 . 杆 弯曲 时 每 一 个 单元 的 坐标 系 都 
将 发 生 转动 ,并 且 ,一 般 来 说 ,不 同 的 单元 转动 的 情况 也 不 一 样 . 每 两 个 无 限 邻 
近 的 坐标 系 形变 时 都 相对 转动 了 一 个 无 限 小 的 角度 ， 

设 dp 是 沿 杆 长 相距 为 di 的 两 个 坐标 系 相对 旋转 的 角 矢 量 ( 众 所 周知 ,无 
限 小 的 旋转 角 可 以 看 作 是 沿 着 旋转 轴 方 向 的 一 个 矢量 , 它 的 三 个 分 量 是 绕 着 每 
个 坐标 轴 的 旋转 角 ). 为 了 描述 形变 ,我们 引入 矢量 


_ de 
= 可 (18.1) 


来 确定 坐标 轴 沿 着 杆 长 的 旋转 "速度 ”. 如 果 形 变 是 纯 扭转 , 则 这 些 依次 旋转 的 
坐标 系 只 发 生 绕 杆 轴 即 绕 7 轴 的 旋转 . 因而 ,在 这 种 情形 下 ,矢量 2 的 方向 与 杆 
轴 同 向 , 它 不 是 别 的 , 正 是 我 们 在 $16 已 经 用 过 的 扭转 角 7. 与 此 相应 ,在 任意 
形变 的 一 般 情形 中 ,矢量 .0 的 分 量 2, 可 称 为 扭转 角 . 而 当 杆 在 某 一 平面 内 作 纯 
弯曲 时 ,矢量 人 2 没有 分 量 人 2 , 亦 即 每 一 点 的 矢量 2 全 都 处 于 如 平面 内 . 如 果 这 
时 将 发 后 弯曲 的 平面 选 作 总 面 , 则 每 一 点 都 将 产生 环绕 ?7 轴 的 旋转 , 亦 即 2 的 
方向 与 7 轴 的 方向 相同 . 

直接 把 杆 当 作 弹 性 曲线 ,我们 引入 单位 矢量 1, 其 方向 与 杆 相 切 . 导数 dt/dl 
称 为 曲线 的 曲率 矢量 , 它 的 绝对 值 等 于 1/R(R 为 曲率 半径 @) , 它 的 方向 称 为 曲 
线 的 主 法 线 方 向 . 在 无 限 小 旋转 时 ,矢量 的 改变 等 于 旋转 角 矢量 与 单位 矢量 t 的 
矢量 积 . 因此 ,弹性 曲线 上 无 限 邻 近 两 点 的 矢量 1 之 差 可 以 写 为 ; 

@ 我 们 提请 读者 注意 ,这 里 的 大 挠 度 弯 曲 指 的 是 这 样 的 形变 ,即位 移 矢 量 不 是 小 量 , 而 应 变 张 量 
和 以 前 一 样 仍 是 小 量 . 

回 ”请 读者 注意 ,任何 一 条 空间 曲线 都 是 由 曲线 上 每 一 点 的 曲率 和 挠 率 来 描述 的 . 这 个 挠 率 ( 我 们 以 


后 不 使 用 ) 不 应 与 我 们 这 里 称 为 扭转 形变 的 扭转 相 混 清 ， 后 者 是 绕 杆 轴 的 转动 . (俄语 中 * 挠 率 " 和” 招 
转 ” 用 的 是 同一 个 词 " kxpyaeHe”， 译 者 注 ) 
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df = dp xi, 
除 以 d 后 ,得 : 


=Oxt (18.2) 


再 用 上 矢量 乘 等 式 两 边 ,得 
Q = 1x 呈 + 0). (18. 3) 


每 一 点 切 矢量 的 方向 都 与 该 点 的 Z 轴 方向 相同 ,所 以 .2=02,. 引入 单位 主 法 
矢量 n(di/di=n/R) ,于 是 , 式 (18.3) 可 以 写 为 


0 = Ft xn +t, 和 (18.4) 


右 端 第 一 项 是 具有 两 个 分 量 02,,0, 的 矢量 . 众所周知 ,单位 矢量 1 x n 称 为 次 法 
线 单位 矢量 . 因而 ,分量 02, ,02, 所 组 成 的 矢量 指向 杆 的 次 法 线 方 向 ,其 大 小 等 于 
曲率 17R. 

在 以 上 述 方式 引入 描述 形变 的 矢量 2 并 揭示 其 性 质 后 ,我 们 就 可 以 导出 弯 
曲 杆 的 弹性 自由 能 表达 式 . 单位 长 度 杆 的 弹性 能 是 应 变 的 二 次 函数 ,现在 的 情 
形 下 , 即 是 矢量 分 量 的 二 次 函数 , 不 难看 出 ,在 这 个 二 次 型 中 应 该 没有 与 
人 2.42, 或 人 0202 成 比例 的 项 . 实际 上 ,由 于 整个 杆 沿 长 度 是 均匀 的 , 故 所 有 的 量 ， 
ed ee a ts l 代 换 2) 时 不 应 有 变化 ,但 在 作 这 
种 代 换 时 ,上 述 两 个 乘积 却 变 了 号 . 

至 于 含 平方 0 的 项 , 则 应 记 住 当 2. = 2, =0 时 涉及 的 是 纯 扎 转 , 这 时 的 能 
量 表达 式 与 在 $16 中 得 到 的 表达 式 应 该 是 一 致 的 . 如 此 一 来 ,自由 能 的 相应 项 
具有 如 下 形式 : 

















FC. 

最 后 ,根据 表达 式 (17.7) 可 以 用 02,,0, 的 平方 项 写 出 小 弯曲 时 不 长 一 段 杆 
的 自由 能 . 我 们 假设 杆 只 受到 小 弯曲 . 将 弯曲 平面 选 作 此 平面 ,以 使 得 分 量 人 2 
为 零 ,同时 在 小 弯曲 时 也 不 存在 扭转 . 在 这 种 情形 下 ,能 量 表达 式 应 该 与 式 
(17.7) 一 致 

0 
2R ” 
但 是 ,我 们 看 到 ,1/ 尼 恰好 是 平面 矢量 (02,,02,) 的 平方 ,因此 能 量 应 具 如 下 形式 : 


F108. 


任意 选择 &,m a 
(0 0 + 21 0, 0, + 7 人) ， 


i 
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式 中 fw ru: 全 是 村 稚 面 惯量 张 量 的 分 量 比较 方便 的 是 这 样 选择 #,9 钙 ,使 之 
与 杆 截面 主 惯性 轴 一 致 ,这 时 能 量 表达 式 将 具有 简单 的 形式 ， 


pA + 五 人 2 ) ， 


式 中 了 ,L 是 截面 主 惯性 矩 . 因为 2 和 (2; 的 系数 是 常数 ,所 以 得 到 的 表达 式 在 
大 搁 度 弯曲 时 也 必然 成 立 . 

最 后 , 沿 着 整个 杆 积 分 ,我们 最 终 得 到 弯曲 杆 的 弹性 自由 能 的 如 下 表达 式 : 

| {ee + + 0 }d (18.5) 

以 下 我 们 通过 来 表示 作用 在 杆 截 面 的 力矩 . 这 并 不 难 做 到 ,我 们 只 需 再 

一 次 利用 前 面 对 于 纯 扭 转 和 小 的 纯 弯 曲 所 得 到 的 结果 . 纯 扭 转 时 ,相对 于 杆 轴 

的 力矩 等 于 Cr. 由 此 推断 ,在 一 般 情 形 下 ,关于 7 轴 的 矩 MM, 应 该 是 MM, = C02,.. 另 

外 ,在 此 平面 作 小 弯曲 时 ,相对 于 7 轴 的 力矩 为 B1,/R. 但 在 这 样 弯曲 时 ,矢量 

2 的 方向 沿 7 轴 , 所 以 17R 自然 是 它 的 绝对 值 ,因而 E51,AR = EL,02. 由 此 断定 ， 

在 一 般 情形 下 应 有 J1. = E10,,M， = E10 (选择 截面 主 惯性 轴 为 ,7 轴 ). 于 
是 ,力矩 矢量 M 的 分 量 为 





























M, = ENf, M, = ElhN,, M, = C0,. (18.6) 
用 力矩 表示 的 弹性 能 (18.5) 有 如 下 形式 : 
M: MM, M: 
Fm = | 个 2 于 | 和 


弯曲 杆 的 一 个 重要 情形 是 小 挠 度 弯曲 . 这 时 ,在 杆 的 整个 长 度 上 , 杆 离开 其 
初始 位 置 的 偏离 与 杆 长 相 比 是 小 量 . 因此 可 以 认为 在 这 种 情形 下 不 存在 扭转 ， 
这 样 就 可 令 (2, =0, 从 而 由 式 (18.4) 直 接 得 到 

dt 


1 
42 = 人 (18.8) 


现在 ,我 们 引入 空间 固定 不 动 的 坐标 系 *,y,z, 其 中 z 轴 沿 着 未 形变 的 杆 轴 ( 堆 
代 每 一 点 都 约束 在 杆 上 的 坐标 系 &,m,2). 用 于 了 表示 杆 弹 性 曲线 上 各 点 的 “7 
坐标 . 弹性 曲线 上 各 点 从 初始 状态 到 弯曲 状态 的 位 移 由 工 ,7 了 确定. 

因为 弯曲 小 , 切 矢 量 t 几乎 平行 于 z 轴 ,所 以 可 以 近似 地 认为 1 的 方向 沿 着 
z 轴 . 男 外 ,单位 切 矢量 等 于 曲线 上 点 的 径 和 撩 7 对 杆 长 的 导数 ; 


















































dr 
三 gr 
于 是 ,我 们 有 
dl dr dz 


(对 杆 长 的 导数 可 以 近似 地 用 对 z 的 导数 代替 ). 特别 是 ,这 些 矢 量 的 x 分量 和 > 
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分 量 分 别 等 于 dX/dz 和 dy/dz*. 现在 分 量 0; 和 0, 在 同样 精确 度 下 等 于 0 
和 0,. 而 由 式 (18. 8) 可 得 








dd 了 dx 
a (18.9) 
将 上 式 代入 (18.5), 即 得 如 下 形式 的 小 弯曲 杆 的 弹性 能 : 
E dy\? d xX? 
| {| + a (18. 10) 


注意 五 ,于 是 关于 *,y 轴 (这 里 是 主 惯性 轴 ) 的 惯性 矩 ， 

对 于 圆 截 面 杆 的 特别 情况 , 厂 =1,=1, 因 此 被 积 函 数 表达 式 变 为 简单 的 二 次 
导数 的 平方 和 ,在 所 考虑 的 近似 程度 内 , 即 等 于 杆 曲 率 的 平方 : 
(区 :( 革 -， 


dz dz RR 








及 
因此 ,公式 (18. 10) 可 以 自然 地 推广 到 未 形变 状态 (自然 状态 ) 是 任意 非 直 线 
〈 即 曲 杆 ) 的 圆 截 面 杆 的 小 弯曲 问题 . 在 此 情形 下 ,应 将 弯曲 能 写 为 如 下 形式 : 
-于 工 
Fa = 了 多 (18. 11) 
式 中 R 是 自然 状态 (未 形变 状态 ) 下 杆 上 任意 一 点 的 曲率 半径 . 照 理 ,这 一 表达 


式 在 未 形变 状态 (R=R,) 时 具有 极 小 值 ,而 在 Rs 一 o 时 变 为 公式 (18. 10). 
$19 杆 的 平衡 方程 


我 们 现在 可 以 来 推导 弯曲 杆 的 平衡 方程 . 还 是 研究 用 两 个 无 限 接近 的 截面 
截取 的 任意 一 个 无 限 小 杆 元 ,并 计算 作用 在 它 上 而 的 总 力 . 我 们 用 五 表示 作用 
在 杆 模 截面 上 的 内 应 力 ? ,该 力 矢量 的 分 量 等 于 oy 遍及 截面 的 积分 ;: 


PF, = {oad (19.1) 


如 果 把 两 个 无 限 接近 的 截面 作为 所 截取 杆 元 的 端面 , 则 在 上 端面 作用 的 力 为 

瓦 +dF ,而 在 下 端面 作用 的 力 为 -了 ,它们 的 和 是 微分 dF. 其 次 , 设 天 是 作用 在 

单位 长 度 杆 上 的 外 力 ,于 是 在 杆 元 di 上 作用 的 外 力 为 Kdi. 因而 ,作用 于 该 杆 元 
上 所 有 力 的 合力 为 dF + Kd 平衡 时 这 个 力 必须 等 于 零 . 这 样 我 们 就 得 到 

dF 

dl 

第 二 个 方程 可 由 施加 于 该 杆 元 的 总 力矩 为 零 的 平衡 条 件 得 到 . 设 M 是 作 

用 在 杆 横 截面 面积 上 的 内 应 力 的 力矩 ,这 个 力矩 是 相对 于 横 截 面 内 某 个 点 ( 坐 

标 原 点 ) 所 取 的 ,其 分 量 由 公式 (18.6) 确 定 . 现在 我 们 来 计算 相对 于 杆 元 上 端面 


中 这 里 用 己 标 记 力 不 会 与 自由 能 相 混淆 ,在 以 下 的 $19 一 $21 我 们 将 不 会 用 到 自由 能 . 
































Tl 








=-_K. (19. 2) 
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某 点 (我 们 称 它 为 0 点 ) 所 取 的 施加 在 所 给 杆 元 上 的 合力 矩 . 这 时 ,上 端面 的 内 
应 力 产生 的 力矩 为 M+dM. 杆 元 下 端面 上 的 内 应 力 对 0 点 的 力矩 ,由 该 应 力 对 
下 端面 内 的 坐标 原点 (0' 点 ) 的 力矩 - M 和 作用 在 下 端面 上 的 力 - 正 对 0 点 的 
力矩 相 加 得 到 ,后 一 个 力矩 等 于 ( - dl) x ( -dF) ,其 中 dl 是 从 0' 到 0 的 杆 元 
矢量 . 而 外 力 天 的 力矩 是 高 阶 小 量 . 于 是 ,作用 在 杆 元 上 的 总 力矩 为 4M + dl x 
F. 平衡 时 它 必须 等 于 零 , 即 




















dM+dxF=0. 
将 该 等 式 除 以 d1, 并 注意 到 dMdi=1,ft 为 (可 作为 曲线 看 待 的 ) 杆 的 单位 切 矢 


量 , 我 们 得 到 如 下 方程 : 


dM _ 


方程 (19.2) 和 (19. 3) 是 杆 在 任意 形式 寺前 下 的 完备 平衡 方程 组 . | 

如 果 作 用 在 杆 上 的 外 力 是 通常 所 说 的 集中 力 , 亦 即 外 力 仅仅 作用 在 杆 的 个 
别 孤 立 点 上 , 则 在 施 力 点 之 间 的 杆 段 上 ,平衡 方程 将 大 大 简化 . 由 (19.2), 当 
KK=0 时 ,我 们 有 

















F = const, (19.4) 
即 沿 施 力 点 之 间 的 任 一 杆 段 ,内 应 力 都 是 常 值 . 这 些 常 值 由 作用 在 点 1 与 点 2 
上 的 两 个 力 之 差 F, - 互 , 来 确定 , 即 
F,-F,=->K, (19.5) 
式 中 的 求 和 是 对 作用 在 点 1 与 点 2 之 间 的 杆 段 上 的 所 有 外 力 进行 的 . 注意 ,在 
差 F, -FF 中 点 2 离开 杆 长 ( 即 弧 长 1) 的 起 算 点 比 点 1 这 一 点 在 确定 等 式 
(19.5) 的 符号 时 很 重要 . 特别 是 ,如 果 在 杆 上 总 共 只 有 一 个 集 中 力 了 作用 在 杆 
的 自由 端 , 则 五 沿 着 整个 杆 长 是 常 值 ,并 等 于 上 

第 二 个 平衡 方程 (19.3) 也 简化 了 . 将 式 中 的 上 写 为 4= didi=dr/di( 其 中 + 

是 从 某 给 定点 到 杆 上 任意 点 的 径 矢 ) 并 积分 ,由 于 下 是 常 值 ,我 们 得 到 
M=F xr + const. (19.6) 

如 果 连 集中 力也 不 存在 , 杆 的 弯曲 仅 由 施加 其 上 的 集中 力矩 ( 即 集中 力 偶 ) 
产生 , 则 在 杆 的 整个 长 度 上 五 = const; 在 集中 力 偶 的 作用 点 上 M 发 生 牙 变 , 牙 变 
值 等 于 力 偶 矩 . 

下 面 , 我 们 来 研究 弯曲 杆 两 端的 边界 条 件 问题 . 这 里 可 能 存在 各 种 不 同 的 
情形 . 

如 果 杆 端 不 可 能 发 生 任何 位 移 (不 论 是 纵向 的 还 是 横向 的 ) ,同时 也 不 能 
方向 ( 亦 即 杆 端 的 切线 方向 ) 的 改变 , 则 称 为 固定 端 ( 见 图 4(a)). 在 这 种 情形 
下 ,边界 条 件 归 结 为 给 定 杆 端的 坐标 (位 移 ) 和 给 定单 位 切 和 撩 量 太 转角 ). 在 固 
定点 处 由 支 座 给 杆 端的 反作用 力 和 反作用 力矩 要 由 方程 解 的 结果 确定 . 
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相反 的 情形 是 杆 的 自由 端 . 在 这 种 情形 下 , 杆 端的 坐标 和 方向 都 是 任意 的 ， 
边界 条 件 是 在 杆 端 上 的 力 F 和 力矩 于 必须 为 零 &. 

如 果 杆 端 是 球 匀 固 定 , 则 它 不 能 发 生 任 何 位 移 , 但 其 方向 并 未 给 定 . 作用 在 
这 种 可 以 自由 转动 端 上 的 力矩 应 当 为 零 . 

最 后 ,如 果 杆 支承 在 支 座 的 某 个 点 上 (图 4(b)) , 则 它 可 以 沿 此 点 滑动 ,但 
不 能 发 生 横 问 位 移 . 对 这 种 情形 ,t 的 方向 和 支点 沿 杆 长 的 位 置 都 未 给 定 . 因 杆 
可 以 自由 转动 ,在 支点 上 的 力矩 必须 等 于 零 ,而 在 这 点 上 的 力 正 必须 垂直 于 杆 ， 
否则 力 的 纵向 分 量 会 引起 杆 在 支点 上 的 进一步 滑动 . 

不 难 用 类 似 的 方法 建立 杆 在 其 它 固 定 方式 时 的 边界 条 件 . 除 上 述 的 几 个 典 
型 例子 之 外 ,我 们 不 再 讨论 这 个 问题 . 

上 一 节 开 始 就 已 经 指出 ,即使 没有 对 杆 外 加 任何 扭矩 ,一 般 来 说 任意 截面 
杆 的 大 挠 度 弯曲 也 会 同时 伴随 有 扭转 . 但 杆 在 其 主 平面 内 的 弯曲 是 个 例外 . 杆 
作 这 种 弯曲 时 不 会 产生 扭转 , 如 果 没 有 外 加 扭矩 , 圆 截面 杆 无 论 作 什么 样 的 弯 
曲 都 不 会 伴随 有 扭转 发 生 . 其 理由 可 以 说 明 如 下 : 扭转 是 由 矢量 Q 的 分 量 
2, =42 上 确定 的 . 我 们 来 计算 它 对 杆 长 的 导数 . 注意 到 02, = M,7C ,我 们 可 以 写 
出 






































d2 _ dM. dt 


dy re dM .di 
ee 
将 式 (19.3) 代 入 上 式 后 , 式 中 第 一 项 化 为 零 , 于 是 
df2, dt 
Nr 
对 于 圆 截面 杆 ,T =Z 二 7, 因 此 根据 式 (18.3) 和 (18.6) 可 将 用 写 为 
dt 
M = Ex +tC0N,. (19.7) 
将 MM 乘 以 dydl 后 ,上 式 右 端 两 项 皆 得 零 , 于 是 dQ./d1 =0, 由 此 
{2, = const, (19.8) 


亦 即 沿 杆 长 的 扭转 角 为 常数 . 如 果 在 杆 端 部 没有 作用 捏 矩 , 则 在 端 部 2, 等 于 
零 ,因此 在 杆 的 整个 长 度 上 都 没有 发 生 扭转 . 
于 是 对 于 圆 截 面 杆 的 纯 弯 曲 , 可 以 写 出 


dt dr dr 
er (19.9) 
将 此 表达 式 代 入 式 (19.3) ,导出 具有 以 下 形式 的 圆 截面 杆 的 纯 弯 曲 方程 : 
dr dr dr 
人 (19. 10) 


”如 果 在 自由 端 施 加 集中 为 f, 则 边界 条 件 将 不 再 是 下 =0, 而 是 FF=/ 
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习题 


1. 设 圆 截 面 持 (弹性 棒 ) 因 受 集中 力作 用 而 在 一 平面 内 发 生 大 挠 度 索 曲 ， 
试 导 出 确定 杆 形 状 的 积分 . 

解 : 我 们 米 研 究 施 力 点 之 间 的 一 个 杆 段 ,在 这 个 杆 段 玉 =const . 取 弯 昌平 
面 为 xy 平面 ,而 Y 轴 平 行 于 力 F. 引入 杆 的 切线 与 y 轴 的 夹 角 9, 于 是 dx/dl = 
sin9,dy/d1 =cos0, 其 中 x,y 为 杆 上 点 的 坐标 . 展开 (19. 10 ) 中 的 矢量 积 , 我 们 得 
到 0 作为 弧 长 1 函数 的 方程 : 


了 9 - Fsing = 0. 
第 一 积分 给 出 

(9) + Feosb = cl， 
由 此 


Ca (1) 





/至 db 

1 = 上 土 | + 
2 Ve: 一 Fecos0 
据 此 可 以 通过 实 国 积分 表示 函数 0(1). 对 于 坐标 + = | sin6d1,y = | cos 9dl 我 


们 得 到 : 











1 : 
X = 土 丽 v21E yA — Feos0 + const, | 
y = 上 土 订 | ee + const (2) 
2 cl 一 cosb 
式 (19.9) 中 的 力矩 M 方向 活着 z 轴 ,大 小 为 
dg 
M = IE TY 


2 设 一 端 天 紧 ( 固 支 ) 另 一 端 自 由 的 杆 因 在 思 
自由 端 端 点 受到 本 直 于 未 形变 直 村 方向 的 力 太 的 > 
作用 而 发 生 大 找 度 普 曲 , 试 确定 杆 的 形状 ( 图 15). 

解 : 沿 整个 杆 长 情 = const = 在 固定 端 (1 = 
0)0=T/2, 而 在 自由 端 (1 = 了 ,其 中 了 为 村 长 ) 
N=0, 即 9' =0. 引入 记号 =9(L) ,在 式 (1) 中 
有 cl =Jcosb ,于 是 











Tm/2 
7 = 双 | db 
2/ Acosb0 — cosh 
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由 此 得 到 确定 0, 的 方程 : 


m72 
7 - | | 
al Wecos6 -cosb 一 Wecos6 -cosb 


杆 的 形状 由 以 下 公式 确定 ， 








( eos 0 — eos 0 - cos 0),， 


.Er cos 0db 
人 
3， 同 习题 2, 但 施加 于 自由 端的 力 外 平行 于 未 形变 时 的 村 长 方向 . 
解 : 我 们 有 五 = -jJ( 坐 标 轴 的 选取 表示 在 图 16 上 ). 边界 条 件 为 1=0 时 ， 
0=0;1= 工 时 ,0" =0. 于 是 





1 = HE 上 0 
2f 4 Vcos0 — cos Os 


其 中 的 06 由 人 必 06) =L 确 定 .对 于 %* 和 yy, 我 们 得 到 : 


2 (V1 -ceosb - Veosb -cosb)， 








六 和 | cos 0d0 
21/ 1 Acos0 — cos0u 


在 小 挠 度 谊 曲 时 ,6, <<1 ,因而 可 以 写 为 


Lo=~ El dq _m /EE 
fh 10 -0 2 f° 


亦 即 0, 不 出 现在 这 一 关系 式 中 . 这 表明 ,依据 821 习题 3 的 结果 ,上 述 解 只 在 
/TIE/(417) 时 , 即 直 线形 状 失去 稳定 性 后 才 存 在 . 

4. 同 习 题 2, 但 杆 的 两 端 都 支承 在 支 座 上 ,而 在 杆 的 中 点 有 力作 用 ,两 支 
点 间 的 距离 为 人 i. 

解 : 取 坐 标 轴 如 图 17, 在 4B 段 和 BC 段 上 力 盏 均 为 常量 ,并 且 在 支点 4 和 
C 处 它们 都 与 村 垂直 . 在 4B 段 和 BC 段 上 力 玉 的 差 值 等 于 f. 由 此 我 们 断定 在 
48 段 Fsinb = -2 ,其 中 bo 为 y 轴 与 4C 线 的 夹 角 . 在 点 4(1=0) 处 ,我 们 有 条 
件 86=m/2 和 及 =0, 即 9'=0. 于 是 在 4B 自 有 





Ta, ,me 





el 和 sin 6,) | 
1/2 


% = 2( Fsin ocos) ; 


了 处 人 


二 (Fsin 0,] | Wecos 0d0. 
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角 0, 由 曲线 4B 在 直线 4C 上 的 投影 须 等 于 L/2 的 条 件 确 定 , 由 此 可 得 


d60. 


bo IE . 1/2 .nm/2 cos(0 运 6 ) 
7 (Fsin oj ) ee 
当 0 的 值 在 0 和 T/2 之 间 时 ,导数 df/d0o( 其 中 /被 看 作 是 g 的 函数 ) 先 趋 于 
零 然 后 变 为 正 数 . 当 0, 进一步 减 小 , 亦 即 挠 度 增加 时 ,相应 的 了 将 减 小 . 这 就 是 
说 ,所 求 的 解 是 不 稳定 的 , 杆 在 两 个 支 座 之 间 “ 崩塌 ”了 . 

5. 试 推导 曲 杆 在 集中 力作 用 下 在 空间 内 作 大 找 度 杰 曲 问题 的 积分 . 

解 : 我 们 研究 两 个 施 力 点 之 间 的 杆 段 ,在 这 段 杆 上 ,F = const. 对 式 (19. 10) 
积分 ,我们 得 到 
et | (1) 


上 式 将 积分 常数 写 为 矢量 形式 cP, 其 方向 与 相同 ,这 是 因为 适当 地 选择 坐标 
原点 , 亦 即 给 了 加 上 某 个 常 矢 量 后 ,可 以 消除 垂直 于 已 的 附加 矢量 . 将 式 (1) 分 
别 按 标量 积 和 矢量 积 乘 以 r'( 搬 号 “'” 表 示 对 1 取 导 数 ) ,并 注意 到 r'.r"=0( 因 
为 r”=1), 即 得 

F:(rxr)+cEF:.r =0, Elr”= (Fxr)xr +cF xr. 
写 为 分 量 (z 轴 选 在 下 方向 ) 形 式 , 上 两 式 分 别 为 


(xy’ — yx) +coz =0， 开 1 =- F(xx’ + YY'). 
在 这 些 方程 中 引入 柱 坐 标 r,g,z, 则 得 
rp' +ez =0, Elz” = -Frr. (2) 
由 第 二 个 方程 得 
F 2 
UE a 
(Ar), (3) 


式 中 4 为 常数 . 将 (2)、(3 ) 两 式 与 恒等式 
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2 
r +rip” +z2 =1 


结合 ,我 们 得 到 





_ rdr ; 2112 
0 Cr) | -Ear +c)(4- ?| 
然后 由 (2) 和 (3) 求 得 
(A-r)r 
cF rA-r 





?T7281 rC(7r) 
上 式 给 出 了 弯曲 杆 的 形状 . 

6. 有 一 圆 截 面 村 受到 扭转 (单位 长 度 上 的 捏 转角 为 了 ) 并 弯曲 成 为 螺旋 线 
形状 . 试 确定 为 维持 这 种 状态 需要 在 杆 的 端 部 施加 的 力 和 力 甜 . 

解 : 设 尺 为 螺旋 线 所 在 柱 面 的 半径 ( 取 z 轴 党 圆柱 面 的 轴 ) ,a 为 螺旋 线 的 
切线 与 重 直 于 z 轴 的 平面 之 间 的 夹 角 , 螺 距 及 与 a 和民 的 关系 为 h=2mRtan a 
坚 旋 线 方程 为 

x% = Reosp, y= Rsing, 2z = oORiana 
(9 是 绕 z 轴 的 旋转 角 ). 弧 元 长 度 di =Rdgp/cosa. 将 这 些 表 达 式 代入 式 (19.7)， 
我 们 先 算出 矢量 M 的 分 量 , 然 后 根据 公式 (19.3) 求 沿 整 个 村 长 均 为 常量 的 力 
F. 最 后 得 到 方向 沿 z 轴 的 力 玉 等 于 


sin@g EI 


F.=F= Cr 丽 -Rs asina 





力 算 采 活 z 轴 的 分 量 为 
M, = Crsina + cos'a, 


用 的 另 一 个 分 量 及 。 在 杆 上 任 一 点 都 指向 圆柱 横 截 面 圆 周 切 线 方向 ,其 大 小 为 
M, = FR. 

7. 试 确定 巧 挂 在 两 点 之 间 的 柔 索 在 重力 场 中 的 形 形状 (与 抗 拉 强度 相 比 , 柔 
索 的 抗 谊 强度 可 以 忽略 ). 

解 : 将 柔 索 所 在 的 平面 选 作 iy 平面 ,并 使 y 轴 的 方向 铅 直 向 下 . 因为 M 与 
EI 成 正比 ,所 以 在 方程 (19.3) 中 可 以 忽略 dM/dl 项 ,于 是 xt=0, 亦 即 在 柔 索 
的 任意 一 点 上 ,下 与 革 的 方向 相同 ,并且 可 以 写 为 忍 = 王 方程 (19.2) 现 在 的 形 





(0 me) 


(9 是 单位 长 度 柔 索 的 重量 ). 由 此 得 到 
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dx _ dy _ 
,a 
于 是 下 = Mc +o 7 ,这样 即 有 
dx 4 dy 1 








玫 dM ME 
(其 中 4=c/g). 积分 上 式 得 出 
x = Aarsinh 于， y= VA + 六 
由 此 
y = 4cosh 和 
亦 即 , 柔 索 的 形状 是 一 条 是 链 线 . 坐标 原点 和 常数 4 的 选择 由 曲线 必须 通过 两 
个 给 定点 以 及 曲线 应 具有 给 定 长 度 两 个 条 件 确定 . 
$20 杆 的 小 找 度 论 曲 
在 实际 上 最 为 重要 的 杆 的 小 挠 度 弯曲 情形 下 ,平衡 方程 可 以 大 大 简化 . 如 
果 杆 切线 方向 的 单位 矢量 1 沿 杆 长 变化 缓慢 , 亦 即 导数 di/di 很 小 , 则 所 发 生 的 
弯曲 就 是 小 找 度 弯曲 . 换 句 话说 ,小 抄 度 弯曲 杆 上 每 一 点 的 曲率 半径 应 远大 于 
杆 长 . 实际 上 ,这 个 条 件 与 要 求 杆 的 横向 挠 度 远 小 于 杆 的 长 度 是 一 致 的 . 这 里 我 
们 要 强调 ,与 在 $11 一 $12 中 论述 过 的 板 的 小 拨 度 弯曲 近似 理论 不 同 ,这 时 我 
们 完全 不 要 求 找 度 比 杆 的 厚度 小 %. 
将 式 (19.3) 对 长 度 求 导 ,得 到 
= xt+F x 一 . (20. 1 ) 








式 中 第 二 项 含有 小 量 下 ,因此 通常 ( 除 某 些 将 在 后 面 讲述 的 特殊 情形 外 ) 是 可 以 


忽略 的 . 将 dF/dli= -下 代入 第 一 项 , 即 得 到 如 下 形式 的 平衡 方程 : 
dM 











J = txKk. (20.2) 
我 们 将 此 方程 写 为 分 量 形式 . 为 此 ,根据 式 (18.6) 和 (18.9) ,将 
M, =- ElY, M,= ELX’, M,=0 (20.3) 


( 式 中 的 撤 号 %“ ”表示 对 z 取 导数 ) 代 入 式 (20.2). 可 以 认为 单位 矢量 上 的 方向 
与 z 轴 方向 相同 . 于 是 我 们 得 到 


DD 我 们 完全 没有 阐述 在 未 形变 的 自然 状态 下 已 发 生 弯曲 的 杆 ( 即 曲 杆 ) 的 复杂 弯曲 理论 (有 关 则 
杆 弯曲 的 内 容 , 这 里 仅 限 于 本 节 习 题 8 和 习题 9 的 简单 例子 ). 
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ELX” - K, =0, ElhY”-Kk,=0. (20.4) 
这 组 方程 确定 了 搁 度 外 和 了 与 z 的 关系, 即 小 拨 度 弯曲 杆 的 形状 . 
作用 在 杆 横 截面 上 的 内 应 力 FF 同样 可 以 用 和 了 的 导数 来 表示 . 将 式 
(20.3) 代 入 式 (19.3) ,得 到 
FP, =- ELX"”, F,=- EY. (20.5) 
我 们 看 到 ,二 阶 导数 确定 内 应 力 的 力矩 ,而 三 阶 导数 确定 的 是 这 些 力 本 身 . 力 
(20.5) 称 为 剪 力 . 如 弯曲 是 由 集中 力 引起 的 , 则 在 施 力 点 之 间 的 每 一 个 杆 段 上 ， 
剪 力 是 个 常 值 ,而 在 作用 力 的 每 一 施 力 点 上 , 剪 力 发 生路 变 ,其 路 变 值 等 于 作用 
的 外 力 . 

量 El, 和 EL 分 别称 为 杆 在 主 平面 xz 和 yz 上 的 抗灾 刚度 2. 

如 果 施 加 在 杆 上 的 外 力作 用 于 同一 个 平面 , 则 杆 的 弯曲 也 发 生 在 同一 个 平 
面 内 . 但 在 一 般 情形 中 ,这 两 个 平面 彼此 并 不 重合 ,不 难 求 出 它们 之 间 的 夹 角 . 
如 果 a 是 力 的 作用 平面 与 第 一 个 弯曲 主 平面 (xz 平面 ) 间 的 夹 角 , 则 平衡 方程 具 
有 如 下 形式 : 




















cosa sing 


LE LE 
这 两 个 方程 的 区 别 仅 在 于 前 面 的 系数 ,因此 和 了 彼此 成 正比 ,并 且 


4 ~ 天 ， ye ~ K. 





7 
Y = 天 一 tanaw， 
L 








弯曲 平面 与 xz 平面 之 间 的 夹 角 0 由 下 面 的 等 式 确定 : 


L, 
tang0 = 7 tan a. (20.6) 


对 于 圆 截 面 杆 ,T = ,a =6, 妈 弯曲 发 生 在 力 的 作用 平面 内 . 当 a =0, 亦 即 力作 
用 在 主 平面 内 时 ,上 而 的 结论 对 任意 截面 的 杆 同 样 成 立 . 挠 度 的 绝对 值 


= VE+Y 




















中 用 形 如 

DX”—K,=0 (20. 4a) 
的 方程 也 可 以 描述 薄板 弯曲 的 某 种 极限 情形 . 设 边 长 为 a 和 5, 板 厚 为 h 的 矩形 板 沿 a 边 (y 方 向 ) 固定 ， 
又 因 沿 y 轴 均 匀 加 载 使 板 沿 5 边 (z 轴 ) 弯 曲 . 存 a 和 5 为 任意 的 一 般 情形 中 ,为 了 确定 弯曲 ,必须 应 
维 方程 (12.5) 及 板 在 固定 边 和 自由 边 相应 的 边界 条 件 . 在 a 关 六 的 极限 情形 中 ,五 可 认为 形变 沿 y 得 是 均 
匀 的 ,这 时 二 维 平衡 方程 变 为 式 (20. 4a) 的 形式 ,弯曲 时 起 刚度 作用 的 量 是 

Eh’a 

12(1 -oo2) 
方程 (20. 4a) 也 适用 于 a «2 的 相反 的 极限 情形 ,这 时 的 板 可 以 看 作 是 长 度 为 5 并 具有 狭 算 形 截面 ( 边 长 
为 a 和 矩形 截面 ) 的 杆 . 但 这 时 抗 弯 刚度 是 由 另 一 表达 式 
Eh3a 
12 


















































D= El, = 
确定 的 . 
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满足 以 下 方程 : 
Ll, 
EK” = KK, T= 5 (20.7) 
/licos ar + Psin a 
剪 力 已 与 下 位 于 同一 个 平面 内 ,其 大 小 为 
F =- Ee". (20. 8) 


这 里 的 1 为 杆 截 面 的 “等 效 ” 惯 性 盾 . 
下 面 我 们 以 显 式 写 出 小 挠 度 弯曲 杆 平衡 方程 的 边界 条 件 . 如 果 杆 端 固定 ， 
则 固定 处 必须 有 无 = 了 =0, 同 时 也 不 能 有 方向 的 改变 , 即 必须 有 = 了 =0. 这 
样 一 来 ,在 杆 的 固定 端 必须 满足 如 下 的 边界 条 件 : 
X=Y=0, X=Y =0. (20.9) 
在 支点 处 的 反作用 力 和 反作用 力矩 , 则 分 别 由 已 知 解 按照 公式 (20.3) 和 (20.5) 
确定 . 
杆 的 弯曲 足够 小 时 ,将 杆 的 端 部 回 定 在 匀 上 和 将 其 支承 在 一 点 上 ,就 边界 
条 件 而 言 是 等 价 的 . 实际 上 ,在 后 一 种 情形 , 作 小 挠 度 弯 曲 的 杆 在 支点 的 纵向 位 
移 与 横向 挠 度 相 比 是 二 阶 小 量 ,因此 可 认为 它 等 于 零 . 上 述 两 种 情形 中 ,由 横向 
位 移 和 力矩 为 零 给 出 边界 条 件 : 
X=Y=0, X=Y =0. (20. 10) 
在 支点 处 杆 端 的 方向 和 反作用 力 由 所 求 得 的 方程 解 确定 . 
最 后 ,在 自由 端 , 力 F 和 力矩 M 必须 为 零 . 根据 式 (20.3) 和 (20.5) 得 到 边 
界 条 件 : 












































X=Y=0, X=-y=0 (20. 11) 
(如 果 在 自由 端 处 施加 集中 力 , 则 了 F 必须 等 于 该 力 而 不 再 为 零 ). 
不 难 将 方程 (20.4) 推 广 到 变 截 面 杆 的 情形 . 对 于 这 样 的 杆 , 惯 性 矩 和 
是 z 的 函数 . 用 来 确定 村 中 任意 给 定 截 面 上 力矩 的 公式 (20. 3 ) 仍 然 正 确 . 把 它 
代入 式 (20.2) , 则 得 到 方程 : 











d’ dyY dd/ ,dX 
Es = 天 | . 12 
a | 外 Ba 人 地] K, ‘20 ) 
注意 不 可 将 式 中 的 了 和 7 提 到 导数 符号 前 面 . 对 于 前 力 ,我 们 有 
df/, dx Ld 
F, = -ED 了 F, = p(s | (20. 13) 


我 们 重新 回 到 方程 (20. 1). 先前 我 们 忽略 等 式 右边 第 二 项 的 做 法 ,在 某 些 
情况 中 即使 对 小 挠 度 弯曲 也 可 能 是 不 合理 的 . 当 沿 杆 长 有 很 大 的 内 应 力作 用 ， 
即 ,非常 大 时 , 便 属 于 这 种 情况 . 这 样 大 的 内 应 力 通常 是 由 于 在 杆 端 施加 很 强 
的 拉 伸 力 引起 的 . 用 ,=7T 表 示 沿 杆 作 用 的 常 拉 伸 力 . 如 果 杆 受到 很 大 的 压缩 
而 不 是 拉 伸 , 则 力 7 了 为 负 . 展开 矢量 积 x dtdl, 现 在 我 们 必须 保留 含有 了 的 
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项 ,而 含 ,入 的 项 仍然 可 以 忽略 . 将 矢量 dtdi 的 分 量 分 别 代 以 和 ,到 ,1, 即 
得 到 平衡 方程 : 
LEX”—- TX”"-K,. = | 
LEY™”- TY-K,=0. 
对 于 剪 力 的 表达 式 (20.5) ,现在 应 该 增加 含有 了 ( 沿 着 矢量 上 方向 作用 的 力 ) 在 
x 轴 和 yy 轴 上 的 投影 项 : 
F, =- ElLX” +TX, FF, =- ElY +7Y. (20. 15) 
当然 ,这 些 公 式 也 能 直接 从 式 (19.3) 得 到 . 
在 某 些 情 形 下 ,即使 没有 专门 施加 任何 拉力 ,但 由 于 杆 自身 弯曲 也 可 能 出 
现 非常 大 的 力 7. 现在 我 们 来 研究 两 端 为 固 支 或 固定 饮 支 的 杆 ,此 时 杆 的 两 端 不 
可 能 发 生 纵向 位 移 . 这 时 杆 的 弯曲 不 可 避免 地 伴随 有 杆 的 伸 长 ,并 导致 在 杆 内 
出 现 力 了 不 难 估计 这 个 力 成 为 主要 的 力 时 挠 度 的 大 小 . 弯曲 杆 的 长 度 工 + AL 
等 于 沿 连接 两 支点 的 直线 所 取 的 积 4 


L+AL-= VI + XT + Ydz. 
小 乒 度 弯曲 时 可 将 根 式 展 为 级 数 , 我 们 得 到 伸 长 AZ 的 表达 式 ， 
a ,2 
AL = 7) (x + Y’?) dx 


简单 拉 伸 时 发 生 的 拉 伸 应 力 等 于 相对 伸 长 胰 以 杨 氏 模 量 和 杆 的 截面 面积 5S. 于 
是 , 力 了 等 于 


(20. 14) 











ee ES , 12 12 
T= | (X’? + yy) dz (20. 16) 


如 果 5 是 横向 抄 度 的 数量 级 , 则 导数 X' 和 六 的 数量 级 为 5/L, 因 而 式 
(20. 16) 中 整个 积分 的 数量 级 为 (8/7) 江 =82/T, 而 7~ ES(8/L)7. 式 (20.14) 中 
第 一 项 和 第 二 项 的 数量 级 分 别 为 1E8/L* 和 78/1L? ~ ES8”/14. 惯性 矩 了 的 数量 级 
为 7~ 居 ,而 $~ 尼 ,其 中 必 为 杆 的 厚度 . 将 这 些 代入 式 (20. 14) ,不 难得 出 , 当 5~ 
时, 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 的 数量 级 相当 . 

这 样 一 来 ,只 要 挽 度 比 厚度 小 ,对 于 两 端 辐 定 杆 的 弯曲 就 可 使 用 形 如 式 
(20.4) 的 平衡 方程 . 如 果 8 与 h 相 比 并 不 算 小 (但 仍然 有 6 < 二 ) , 则 应 使 用 方程 
(20. 14). 此 时 这 些 方程 中 的 力 了 预先 是 不 知道 的 . 解 方程 时 ,应 先 把 了 视 为 已 
知 参数 ,然后 再 根据 所 得 解 按 式 (20. 16) 确定 7, 这 也 就 确定 了 7 与 作用 于 杆 的 
弯曲 力 的 关系 . 

相反 的 极限 情形 是 当 杆 的 抗 弯 能 力 远 小 于 抗 拉 能 力 时 ,方程 (20. 14) 中 第 
一 项 与 第 二 项 相 比 前 者 可 以 忽略 . 从 物理 上 看 ,出 现 这 种 情况 或 者 是 因 存在 很 
大 的 拉力 7, 或 者 是 由 于 EI7 足 够 小 ,这 些 都 可 能 与 杆 的 厚度 h 小 有 关 ( 这 种 受到 
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强 拉 伸 力 的 杆 通常 称 为 弦 ). 在 这 种 情形 下 ,平衡 方程 为 





TE"+K,=0, TY"+K,=0. (20. 17) 
张 的 两 端 必须 是 固定 的 ,也 就 是 弦 两 端的 坐标 是 给 定 的 , 即 
X=Y=0. (20. 18) 


端点 处 的 方向 不 能 随意 给 定 , 而 要 由 方程 的 解 来 确定 . 
在 本 节 结 束 前 ,我 们 将 要 证 明 如 何 利 用 弹性 能 表达 式 (18. 10) 


E 12 2 
F,, = | [LY? TDX2| dz 
从 变 分 原理 出 发 推导 出 杆 的 小 挠 度 弯 曲 平衡 方程 . 平衡 时 ,此 弹性 能 和 与 作用 
在 杆 上 的 外 力 K 有关 的 势能 之 和 必须 取 极 小 值 , 亦 即 
SRE | (KS8X + K,8Y)dz = 0 


( 式 中 第 二 项 是 外 力 在 杆 的 无 限 小 位 移 上 所 作 的 功 ). 对 Fs 变 分 时 进行 两 次 分 
部 积分 : 






































58 Ju = { X'SX"de = Xx" | -ax'dz = 


= X"8X" — X"8X | + | sxdz， 
对 Y” 的 积分 也 以 同样 方式 处 理 . 将 它们 代入 原 式 , 合 并 同类 项 后 得 到 
| [CBE — K)SY + (ELX” - K,)8X]dz + 





+EL (YSY’ ~ y”8Y) 


以 上 积分 第 一 项 内 的 变 分 8X 和 8Y 是 任意 的 ,由 此 得 到 平衡 方程 (20.4) ,而 已 
经 积分 出 来 的 其 它 项 则 给 出 该 方程 的 边界 条 件 . 例如 ,自由 端 变 分 8X,5Y,5X’， 
8$ 了 是 任意 的 ,这 给 出 相应 的 边界 条 件 (20. 11). 同时 这 些 项 里 3X 和 37 的 系数 
给 出 剪 力 分 量 的 表达 式 (20. 5),5X' 和 57 的 系数 给 出 弯 第 分 量 的 表达 式 
(20. 3). 
最 后 , 当 存 在 拉 伸 力 7 了 时 , 仍 可 用 同样 的 方法 得 到 平衡 方程 (20. 14), 这 只 

需 在 进行 变 分 的 能 量 表达 式 中 增加 一 项 : 

了 了 12 12 

TAL = 本 | (xX + 了 2 dz， 

它 是 力 了 在 杆 伸 长 AL 的 路 径 上 所 作 的 功 . 

习 题 


1. 试 确定 端 部 具有 各 种 不 同 固定 方式 的 杆 (长 度 为 人) 在 自重 影响 下 的 敲 
曲 形状 . 





+ EL (XSX’ —- X”8X) | = 0. 
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解 : 待 求 的 形状 可 由 方程 


iv = 卫 
EI 
(d 是 单位 长 度 杆 的 重量 ) 的 解 和 本 章 正文 所 讲述 的 杆 端 的 各 类 边界 条 件 确定 ， 
en ad de ee 0 
度 ). 所 有 的 坐标 原点 都 选择 在 杆 的 一 
(1) 杆 的 两 端 固 支 : 











Dl ar 
a (2-D),, | ”384 ET 
(2) 杆 的 两 端 匀 支 ， 
3 1 5 gr 
4 = yd -2 +7 )， 3 ET 
(3) 杆 的 一 端 (z =1) 固 支 , 另 一 端 (z =0) 匀 支 : 
3 _ gt 
2 3lz + BE), = (0.421) = 0.0054 
(4) 杆 的 一 端 (z=0) 固 支 , 另 一 端 (z = 站 自由 : 
轨 2 lag 
& 三 人 4lzs +6/)， 《1) = BY 





2. 试 确定 在 作用 于 村 正中 间 的 集中 力 f 影 响 下 杆 的 弯曲 形 

解 : 除了 z=1/2 的 点 以 外 ,到 处 都 有 方程 cm =0. 和 z= 门 的 边 
界 条 件 取决 于 固定 方式 ;在 z=1/2 点 ,Lt,L',V' 必 须 连 续 , 而 在 该 点 两 侧 的 前 力 
= -1”" 之 差 必须 等 于 力 

在 0<z<1/2 的 杆 段 上 杆 的 形状 和 最 大 挠 度 由 下 面 的 公式 给 出 

(1) 杆 的 两 端 固 支 : 


$= 和 (31- 49)， ) - 放 


(2) 杆 的 两 端 匀 支 : 
$= re “全 

由 于 杆 形 状 关 于 中 点 对 称 ,因此 在 1/2<z<1 杆 段 上 ,函数 Z(z) 可 以 在 (1)、(2) 
两 式 中 直接 用 1-z 代 换 z 得 到 . 

3， 同 习题 2, 但 杆 的 一 端 (z=0) 国 支 ,而 另 一 端 (z = 有 ) 自 由 ,在 杆 的 自由 端 
上 作用 集中 力 了 

解 : 在 整个 村 上 尺 = const =f, 所 以 2”= -f/f/EL 由 z=0 时 2=0 和 ZY'=0, 以 
及 z=1 时 Y=0 的 边 条 件 得 到 : 


i fi 
《= E17 (1-0, DD = 3 而 
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4. 试 确定 两 端 固定 的 杆 在 其 正中 间作 用 一 个 集中 力 偶 时 杆 的 弯曲 形状 . 

解 : 活 整 个 杆 长 2"=0, 而 普 延 及 =EJ" 在 z=1/2 点 产生 了 跃 变 , 跃 变 大 小 
等 于 所 施加 的 集中 力 偶 天 m. 根据 端 部 固定 的 相应 条 件 得 到 : 

(1) 杆 的 两 端 固 支 : 








f= Rp (C2) ，0<ze<2, 

¢ rn [ls /2s<zs<l. 
(2) 杆 的 两 端 匀 支 ( 即 两 端 固定 在 球 镁 上 ): 

Z = i -4z2),， 0<ze1), 

¢ Se -4(1-2z):], /2<zs<l. 


在 z=1/2 点 的 两 侧 , 村 的 弯曲 方向 不 同 . 
5. 同 习 题 4, 但 集中 力 偶 作用 在 杆 的 自由 端 ,村 的 另 一 端 图 支 
解 : 沿 整 个 杆 长 有 及 =El”=m, 而 在 z=0 时 5=0,5 =0. 这 曲 形状 由 下 式 


给 出 ee 


6. 圆 鹤 面 杆 的 两 端 固 定 在 球 镁 上 , 试 确定 在 杆 的 正中 闻 作 用 拉力 了 和 弯曲 
力 f 时 杆 的 形状 . 
解 : 在 0 过 z 生 1]2 区 间 上 ,前 力 等 于 f/2, 所 以 式 (20.15) 给 出 方程 


了 
4 一 丽 4 = 2E7 


边界 条 件 为 : z=0,/ 时 ,5 =0, 和 /=0; 而 z=1[2 时 ,必须 有 Y=0( 因 为 C' 是 连续 
的 ). 对 于 杆 的 形状 (在 0<z<1/2 区 间 ) 得 到 公式 : 
-了 了 sinhkz 信任 
《= 弛 |: kcosh( k1/2)1 . (a 
在 上 较 小 时 ,该 表达 式 即 化 为 在 习题 2 的 (2) 中 已 经 得 到 的 公式 . 在 大 较 大 时 则 


变 为 5 = 应 >, 这 与 方程 (20 17) 的 结果 是 相符 合 的 , 即 柔 索 在 力 太 的 影响 下 的 形 


状 是 由 两 个 相交 于 z=1/2 的 直线 段 组 成 的 . 
如 果 力 了 是 由 于 横向 力 引 起 杆 的 拉 伸 而 产生 的 , 则 为 了 确定 它 必须 利用 公 
式 (20.16). 将 所 得 表达 式 代入 式 (20. 16) , 即 求 得 方程 
2kl 3 kl _ 8E°7F 


1r3 1 
| 十 7 tanh 7 - 页 tanh 2 | Fx 


J 








这 个 方程 确定 的 了 是 了 的 隐 昌 数 . 
7. 一 无 限 长 圆 窒 面 村 放置 在 弹性 基础 上 , 亦 即 杆 索 曲 时 在 杆 上 作用 着 正比 
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于 挠 度 的 力 开 = -al. 试 确定 在 杆 上 施加 集中 力 f 时 杆 的 形状 
解 : 把 坐标 原点 选 在 力 f 的 作用 点 上 . 除了 z=0 点 外 ,下 面 的 方程 处 处 都 

Elt”™” = — ot. 

方程 的 解 必 须 满足 的 条 件 为 : 当 z= wm 时 =0, 而 在 z=0 时 V',L" 必 须 连 续 ; 

草 力 下 = - E14" 在 z 一 0 + 和 zx0 一 时 的 差 值 必须 等 于 f 这样 的 解 是 


兰 /8 上 | cosB |z sinB |z ER wb 
C= gE [eosBls| +singlz|], B (并 


8. 圆规 面 细 杆 在 自然 状态 下 呈 圆 双 状 ,并 在 径 向 力作 用 下 在 所 处 平面 内 容 
曲 . 斌 推导 此 细 杆 在 小 挠 度 弯曲 时 的 平衡 方程 ， 

解 ; 把 极 坐 标 r,p 的 原点 取 在 圆 弧 的 中 心 . 杆 的 形变 方程 写成 r=a+g(9) 
的 形式 ,其 中 心 为 圆 弧 半 径 ,而 巡 为 灾 曲 时 小 的 径 向 位 移 . 利用 已 知 的 用 极 坐 标 
表示 的 曲率 半径 表达 式 , 求 得 精确 到 ”的 一 阶 精 度 项 的 曲率 为 


1 rr 二 277 1 








R (r+r?)’” a a 
( 搬 号 ' 表 示 对 四 的 导数 ). 按 式 (18. 11) 求 出 弯曲 弹性 能 : 
_ Elr”/ 1 1 7? _ El rf” Wn 2 
F,, = 2 (| adp = | (¢ +6") dp 


(9po 有 是 圆 缀 的 中 心 角 ). 平衡 方程 由 变 分 原理 
SF ， - [Kady =0 
0 


( 式 中 天 是 单位 长 度 上 的 径 向 外 力 ) 以 及 表示 在 所 考虑 的 近似 程度 内 村 的 总 长 
度 不 变 , 亦 即 总 长 度 未 拉 长 的 补充 条 件 


| sa a 0 
得 到 . 应 用 拉 格 朗 上 日 方法 ,使 下 面 的 和 式 等 于 零 : 
SF ~ [ aK,stdy 十 aa| acdy = 0， 
0 0 


式 中 Qa 是 常数 . 对 下 ,中 积分 号 下 面 的 表达 式 取 变 分 ,并 对 含 8L" 的 项 进行 两 次 
分 部 积分 ,我 们 便 得 到 


| [Ye + 2 +L”) -ao 天 十 ac] ad9 十 


+ 





-Hee ter) = 
a 
由 此 得 到 平衡 方 各 


a (1) 
- 
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剪 力 表 达 式 
prt), 
a 
和 弯 矩 表达 式 
= Bg 4) 
a 


(与 820 的 最 后 部 分 比较 ). 常数 wa 由 杆 的 总 拉 伸 长 度 为 替 的 条 件 确定 . 
9. 试 确定 在 一 对 集中 力 f 洛 着 直径 作用 时 圆 环 的 弯曲 形变 ( 图 18). 






上 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 


I\ 
L 入 
S\ 






是 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


珊 
加 


解 : 洛 整 个 圆 环 的 长 度 对 (1) 积 分 ,我 们 得 到 
2maa = {Kady = 2f 
除了 p=0 和 gg=T 以 外 ,方程 (1) 处 处 成 立 ( 此 时 K, =0): 
0. 


下 了 











待 求 的 环 的 形变 关于 直径 AB 和 CD 对 称 ,因此 在 4,B,C,D 点 必须 有 2' =0; 当 
gp 一 0 土 时 , 藤 力 值 的 差 必 须 等 于 满足 这 些 条 件 时 ,平衡 方程 的 解 为 
a 1 . 
6 = (Lt:+ pcosp -Teosp -sing), Oppe7. 
特别 是 ,4 和 B 两 点 相互 靠近 距离 的 大 小 为 
_fa’ T 2 
12(0) +¢(7)| = Ti 

$21 弹性 系统 的 稳定 性 

杆 受 纵向 压力 作用 所 表现 出 的 行为 是 弹性 不 稳定 性 这 一 重要 现象 最 简单 
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的 例子 ,这 个 现象 是 由 欧 拉 (L. Euler) 最 先 发 现 的 . 

当 横 向 弯曲 的 外 力 天 , ,天 不 存在 时 , 受 压 杆 的 平衡 方程 (20. 14) 有 一 个 明 
显 的 解 , 即 开 = 了 =0, 它 对 应 于 在 纵向 力 了 作用 下 , 杆 保持 着 直线 形状 . 但 是 这 
个 解 只 适用 于 杆 受 到 的 压力 | 了 | 小 于 某 个 临界 值 7, 时 的 稳定 平衡 . 当 | 7T| < 
7. 时 , 杆 的 直线 形状 对 于 任何 小 扰动 都 是 稳定 的 . 换 旬 话说 ,如 果 杆 在 任何 小 作 
用 的 影响 下 受到 微小 弯曲 , 则 当 这 一 作用 停止 后 , 杆 将 趋向 于 恢复 到 它 原来 的 

相反 , 当 | 了 | >7, 时 , 杆 的 直线 形状 对 应 于 不 稳定 平衡 . 这 时 ,只 需 无 限 小 
的 作用 (弯曲 ) 就 吓 以 破坏 这 一 平衡 ,结果 使 杆 产 生 大 弯曲 . 很 明显 在 这 种 条 件 
下 , 受 压 杆 的 真实 形状 一 般 而 言 必定 是 弯曲 的 . 

杆 失去 稳定 后 的 行为 必须 用 大 挠 度 弯曲 方程 来 描述 . 但 临界 载荷 值 7, 却 
可 以 借助 于 小 挠 度 弯曲 方程 得 到 . 当 | 了 | =7, 时 ,直线 形状 的 杆 处 于 某 种 随 遇 
平衡 . 这 就 是 说 ,除了 于 = 了 =0 的 解 之 外 ,还 应 该 存在 一 个 同样 也 处 于 平衡 的 小 
的 弯曲 状态 . 因此 ,就 可 以 规定 临界 值 7, 为 当 方程 

ELX” +|TIX=0, ElY”+|T|IY=0 (21.1) 

出 现 非 零 解 时 的 | 了 | 值 . 这 个 解 也 直接 确定 了 失 稳 后 杆 的 形变 特性 . 

在 本 节 的 习题 中 给 出 了 一 系列 不 同 弹性 系统 失 稳 的 典型 情况 . 


习 题 
1. 试 确定 两 端 贸 支 的 杆 的 临界 压缩 力 . 
解 : 因为 我 们 感 兴 趣 的 是 方程 (21. 1) 的 非 零 解 中 出 现 的 最 小 值 |T| , 故 只 


需 研 究 这 两 个 方程 中 儿 和 了 较 小 的 那个 方程 就 足够 了 . 设 万 < 厂 ,方程 
EL,X”" 十 | Ti -0 
























































的 解 具 有 如 下 形式 : 
X=A+Bz+Csinkz+Deoskz, k= (|7|7BE0) 
在 z=0 和 z=1 时 ,满足 条 件 钱 =0,X"=0 的 非 零 解 是 
X = Csinkz, 
而 且 应 有 sin 刀 =0. 由 此 得 到 待 求 的 临界 压缩 力 : 
T= mEL/AL. 
杆 失 稳 后 的 形状 由 图 19(a) 示 出 . 
2. 同 习 题 1, 但 是 杆 的 两 端 为 固 支 ( 见 图 19(b) ). 
答案 :; 也 =4m EL,/7. 
3. 同 习题 1 ,但 是 杆 的 一 端 固 支 , 另 一 端 自由 (图 19(c) ). 
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4. 试 确定 放置 在 弹性 基础 上 的 圆 蕉 面 杆 在 两 端 为 铵 支 时 的 临界 压力 ( 参 
见 820 习题 7). 

解 : 这 里 ,必须 用 方程 

EIX” + |T|X+axX=0 

代替 方程 (21. 1). 通过 与 前 面 类 似 的 分 析 得 到 方程 的 解 为 
TEI ， al 

( rp 
而 且 式 中 的 整数 nn 必须 取 使 T, 达到 最 小 的 值 . 当 a 值 足够 大 时 ,得 到 n>1, 亦 
即 杆 失 稳 后 变 成 有 若干 个 波形 的 杆 . 

5. 两 端 固 支 的 圆 堆 面 梓 受 到 扭转 . 试 确定 扭转 的 临界 值 , 超 过 该 值 后 杆 的 
直线 形状 即 变 为 不 稳定 ， 

解 : 捏 转角 的 临界 值 由 扭转 杆 的 小 挠 度 弯曲 方程 出 现 的 非 零 解 确定 . 为 了 
导出 这 些 方程 ,将 表达 式 (19.7) 


dt 
= Elt x 一 
M tx tert 








于 = Asin hz, 7 了 。= 


( 式 中 7 是 单位 扭转 角 ) 代 入 方程 (19.3) ,得 到 
Prxdtrcr 业 FFxt = 0. 
dr di 
对 该 方程 取 导 数 , 因 是 小 挠 度 弯 曲 , 故 在 对 第 一 项 和 第 三 项 取 导 数 时 ,可 认为 f 
是 常量 并 等 于 沿 着 杆 轴 (z 轴 ) 方 向 的 矢量 而; 再 考虑 到 dF/dl =0( 因 活 杆 长 无 
外 力 存 在 ) ,于 是 得 到 
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或 表 为 分 量 形式 : 
Y” - xX” = 0, X”+xY” = 0， 
式 中 x =Cr/El 引入 = 久 +i 了 作为 未 知 却 数 ,得 到 方程 
上 -ie =0 
我 们 寻求 满足 边界 条 件 z=0,1 时 =0,2'=0 且 形 如 
££ =a(l +ix - e”) + bz 


的 解 ,并 求 得 可 以 充当 所 得 ga 和 的 方程 共存 条 件 的 关系 式 





i 2 + ixl 流 2 
oil 2 
以 上 方程 的 最 小 根 为 xl/2 =4.49, 于 是 
ee 8. 98E1 
= “GL,” 


6. 同 习题 $ ,但 是 村 的 两 端 为 锐 支 . 
解 : 此 处 我 们 得 到 
te ixz #2 
é=4(1-。 | 


且 由 e”=1, 亦 即 xl1=2m 确定 x. 所 以 待 求 的 扭转 角 临 界 值 为 
" CI 
7. 试 确定 下 端 国 支 的 铅 垂 杆 在 自重 作用 下 的 稳定 极限 ， 
解 : 如 果 纵 向 压力 下, 三 了 沿 着 杆 长 变化 , 则 式 (20.1) 中 的 第 一 项 dF./dlz 
0 ,而 代替 式 (20. 14) 的 是 
LEX” - (TX')’ ~- K, = 0， 
LEY™” - (TY')’-K,=0. 
在 所 给 情形 中 , 沿 着 整个 杆 长 都 没有 横向 弯曲 力 , 而 T= -g(1-z) ,其 中 gg 是 单 
位 长 度 杆 的 重量 ,z 是 从 下 端点 起 算 的 坐标 . 假设 1 <1, 考 上 处方 程 
LEX” = TX’ =— g(l -2z)X! 
( 当 z=71 时 ,自然 有 X=0). 以 w=X' 为 待 求 浮 数 ,上 述 方程 的 通 解 是 
7 [afis(n) + bia(n)], 
式 中 
172 
7 = 3 总 (4- 9] 
从 原 边 界 条 件 了 '=0( 当 z=0),X”"=0( 当 z=/1) ,可 给 出 吕 数 (nm) 应 满足 的 
条 件 : 


172 


站 
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wn” =0 (7 =0). 
为 满足 这 些 条 件 , 在 通 解 中 应 当 置 b=0, 同 时 J._,s(mo) =0. 这 个 方程 的 最 小 根 
是 7 =1.87, 由 此 得 到 杆 的 临界 长 度 
ELy'” 
1 = 1.98( = 
8. 一 端 国 支 的 杆 具 有 五 六 五 的 长 条 形 截 面 ,在 自由 端 施 加 力 了 后 使 杆 在 其 
主 平 面 %z( 抗 过 刚度 为 了 7 ) 内 索 曲 , 试 确定 临界 值 几 ,超过 该 值 后 平面 索 曲 形状 
将 变 得 不 稳定 且 杆 在 侧面 (yz 平面 ) 出 现 谊 曲 , 同 时 也 受到 扭转 . 
解 : 由 于 与 Bl 以 及 扭转 刚度 CD 相 比 刚度 El 的 值 大 得 多 , 当 相 对 于 侧 向 
大 挠 度 弯 昌 已 经 出 现 不 稳定 性 时 ,xz 平 面 内 的 弯曲 仍然 是 小 的 . 为 了 确定 开始 
出 现 失 稳 的 时 刻 ,我 们 应 当 建 立 保留 含 好 平面 内 作用 力 了 与 小 位 移 栗 积 成 正比 
项 的 杆 的 侧 向 小 弯曲 方程 . 因为 集中 力 只 施加 于 杆 的 自由 端 , 故 沿 着 杆 的 整个 
长 度 有 碟 = 户 而 在 自由 端 (z=1 门 力矩 M=0; 由 (19.6) 得 到 相对 于 固定 坐标 系 
X,Y,Z 的 力矩 分 量 ，: 
M, =0, M,= (1-z)f, M,= (Y-Y)f, 
式 中 = 了 Y(). 将 这 些 分 量 投 影 到 每 一 点 都 与 杆 连 在 一 起 的 坐标 轴 ,1 ,6 上 ， 
精确 到 一 阶 位 移 项 ,我 们 得 到 
M = p( -2)f, M, = (1-2)f, 


M, = Ca/ 到 +- yo) ， 


式 中 四 是 扭转 时 杆 截 面 的 总 旋转 角 ( 此 处 扭转 角 7 = dp/dz 沿 杆 长 不 是 常数 ). 
另 一 方面 ,根据 (18.6) 和 (18.9) ,在 小 弯曲 时 有 
M, =~ ElY, M, = ELX", M,= Cy.. 

比较 上 述 两 组 表达 式 , 即 得 到 平衡 方程 

ELX” = (1 ~ 2z)f, 

ElLY=-o(l-z)f, Co = (1-z)fY +(Y-Y)f 

其 中 第 一 个 方程 确定 在 民 平 面 内 杆 的 基本 这 曲 . 现在 需要 求 出 第 二 个 和 第 

三 个 方程 出 现 菲 零 解 时 的 了 值 , 从 这 两 个 方程 中 消去 了 ,我 们 得 到 


pgp” +hR(l-z) p=0, k= Ee 
? ELC 





此 方程 的 通 解 是 
p=a V1=zh (1 -2)°)+ b VI- (FZ(1 -3 中 














@” 当 狭 和 矩形 截面 其 有 宽 h 和 高 5 总 h 时 ,我 们 有 
bh Bb3h bh 
Eh = 7E, Ph = 2F, C = 本 以 
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在 国 支 端 (z=0) 应 有 9p=0, 而 在 自由 端 扭转 力矩 Cp' =0. 由 第 二 个 条 件 有 ua = 
0, 而 由 第 一 个 条 件 给 出 J (piPA[2) =0. 这 个 方程 的 最 小 根 为 kl/2 =2. 006， 
由 此 


下 (BNO). 
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如 果 在 形变 物体 内 发 生 运动 ,物体 温度 一 般 来 说 绝 不 会 是 常量 , 它 不 仅 随 
时 间 变 化 ,而 且 沿 物体 逐 点 变化 . 在 任意 运动 的 一 般 情况 下 ,这 就 使 精确 运动 方 
程 变 得 非常 复杂 . 

但 是 ,由 于 在 物体 的 各 部 分 间 以 热传导 方式 进行 的 热量 传递 通常 十 分 组 
慢 , 故 情况 得 以 简化 . 如 果 在 与 物体 内 部 振动 运动 周期 同 数量 级 的 时 间 间 隔 内 
实际 上 没有 发 生 热 交 换 , 则 可 将 物体 的 每 一 部 分 都 看 作 是 隔 热 的 , 亦 即 运动 是 
绝热 的 . 而 在 绝热 形变 时 以 wi 表示 es 的 公式 仍 以 通常 的 公式 表示 ,唯一 的 差别 
仅 在 于 式 中 用 巨 ,e 的 绝热 值 ( 见 $56) 取 代 了 通常 所 用 的 等 温 值 . 以 后 我 们 将 认 
为 这 个 条 件 是 满足 的 ,本 章 所 用 的 和 o 都 应 理解 为 绝热 值 . 

为 了 得 到 弹性 介质 的 运动 方程 ,应 使 物体 内 应 力 所 导 致 的 力 aaavex 等 于 
加 速度 立 ,0 乘 以 体积 质量 ( 即 它 的 密度 p) : 








DI 
(22. 1) 





Di 演 


0x 


这 是 运动 方程 的 一 般 形式 . 








@ 当然 ,质点 速度 "与 其 位 移 的 导数 是 相等 的 . 但 我 们 必须 强调 指出 ,把 这 两 个 量 等 同 绝 不 意味 
着 这 是 不 言 而 喻 的 . 在 晶体 中 ,矢量 二 是 晶 格 格 点 的 位 移 ,而 速度 "在 连续 介质 力学 中 被 定义 为 单位 质量 
物质 的 动量 . 严格 说 来 ,只 是 对 于 理想 的 晶体 , 亦 即 其 中 每 一 个 章 格 格 点 (而 且 只 在 晶 格 格 点 上 ) 都 有 一 
个 原子 时 ,等 式 v= 才 是 正确 的 . 如 果品 体 含 有 缺陷 (存在 没有 填充 原子 的 格 点 一 一 空 穴 ,或 者 相反 ,在 
格 点 之 间 有 多 余 的 原子 ) , 则 借助 于 缺陷 扩散 使 原子 “ 穿 过 唱 格 ”, 在 未 形变 的 品格 中 仍 可 能 存在 质量 迁 
移 ( 亦 即 动量 不 为 零 ). 把 wv 和 等同 意味 着 由 于 扩散 缓慢 或 缺陷 密度 小 而 忽略 了 这 些 效应 . 
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特别 是 ,对 各 向 同性 弹性 介质 ,运动 方程 可 以 根据 平衡 方程 (7.2) 直接 写 出 
来 . 于 是 我 们 有 




















Pe 二 20T+ ee 0 

因为 假定 所 有 的 形变 都 是 小 的 ,所 以 在 弹性 理论 中 研究 的 运动 属于 小 弹性 

振动 或 小 弹性 波 . 我 们 首先 研究 各 向 同性 无 限 介质 中 的 平面 弹性 波 , 亦 即 形变 z 

仅 是 某 一 坐标 (比如 说 *) 和 时 间 的 函数 的 波 . 这 时 ,方程 (22.2) 中 所 有 关于 7y 
和 = 的 导数 均 销 失 了 . 于 是 得 出 矢量 站 的 单独 分 量 的 如 下 方程 ， 





Vu. (22.2) 




















1 a (22.3) 
Ox c: ot 0X c, of? 
(关于 的 方程 与 & 的 方程 一 样 ) , 式 中 引入 了 记号 了 
E(l -0o) 了 2 = di 
" | i ye (29 


方程 (22. 3) 就 是 通常 的 一 维 波动 方程 ,其 中 引入 的 量 c; 和 c, 是 波 的 传播 
速度 . 我 们 看 到 , 波 的 传播 速度 是 不 同 的 ,对 于 分 量 wu, 是 一 种 速度 ,而 对 于 分 量 
xy 和 uw, 是 另 一 种 速度 . 

这 就 是 说 ,实质 上 弹性 波 是 独立 传播 的 两 个 波 : 其 中 一 个 波 (u, ) 的 位 移 方 
向 沿 波 传播 方向 ,这样 的 波 称 为 纵波 , 它 的 传播 速度 是 c,; 而 另 一 个 波 (u,,w,) 
的 位 移 方向 在 与 波 传播 方向 垂直 的 平面 内 ,这 样 的 波 称 为 横 波 , 它 的 传播 速度 
是 . 由 式 (22.4) 显 见 ,纵波 的 传播 速度 c 总 是 大 于 横 波 的 传播 速度 c@ 

c > (4/3)'®e,. (22. 5) 
速度 和 “, 分 别称 为 纵向 声速 和 横向 声速 . 

我 们 知道 ,在 形变 时 体积 的 改变 是 由 应 变 张 量 对 角 线 项 之 和 , 即 值 w=V .zz 
确定 的 . 对 于 横 波 ,只 有 分 量 心心., 而 由 于 它们 既 与 无关 ,又 与 无 关 , 所 以 对 于 
横 波 V .wu =0, 这 就 意味 着 , 横 波 与 物体 各 部 分 的 体积 变化 无 关 . 相反 ,对 于 纵波 
V 8 关 0, 即 纵波 伴随 有 物体 内 的 压缩 和 拉 伸 ， 

将 波 分 为 以 不 同 速度 独立 传播 的 两 个 部 分 的 做 法 ,可 以 推广 到 无 限 空间 中 
任意 ( 非 平面 的 ) 弹 性 波 的 一 般 情形 . 

引入 速度 c 和 后 ,把 方程 (22.2) 重 写 为 : 

让 = cAu+(c? -ce) Vy.u. (22. 6) 
将 矢量 ww 表示 为 两 部 分 的 和 : 
@ 这 里 我 们 也 给 出 用 压缩 模 量 、 剪 切 模 量 和 拉 梅 系数 表示 的 速度 ce, 的 表达 式 : 
cr = [(3K + 4p)/3p]!®? = [CA +2p) /0 , 6 = [p/p 
四 事实 上 ,由 于 58 只 在 从 0 到 172 的 范围 内 变化 (参见 $5) ,因而 存在 更 强 的 不 等 式 : 
cl > ciw2. 
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uu=Uu,+u,, . (22.7) 
其 中 的 一 个 满足 条 件 
V-.u,=0, (22. 8) 
而 另 一 个 满足 条 件 
Vxu,=0. (22.9) 





由 矢量 分 析 可 知 ,这 样 的 表示 总 是 可 能 的 (因为 一 个 矢量 总 可 以 表示 为 某 个 天 
量 的 旋 度 与 某 个 标量 的 梯度 之 和 的 形式 ). 
将 =uw+u, 代入 (22.6) ,我 们 得 | 
i +i = CA( +u) + (0-0) VV.u. (22. 10) 
将 这 个 方程 的 两 边 作 用 散 度 算 子 VY. ,由 于 VY :uw, =0, 就 得 到 
Vi=cAV. ut+ (cx -co)AV “ U,, 
或 ; 
V. (i~cAu) =0 
另 一 方面 ,由 (22.9) 式 ,上 式 圆 括号 内 表达 式 中 的 旋 度 也 等 于 零 . 而 如 果 一 个 天 
量 的 旋 度 和 散 度 在 全 空间 中 都 等 于 零 , 则 该 矢量 必 恒 等 于 零 . 于 是 
Ou, 
到 
类 似 地 ,对 方程 (22. 10) 作用 旋 度 算 子 ,并 考虑 到 V xu, =0 和 任何 梯度 的 
旋 度 都 等 于 零 ,我 们 得 到 





-crAz = 0. (22. 11) 





Vx( -ecAuL) =0. 

由 于 圆 括号 内 的 表达 式 的 散 度 也 等 于 零 , 于 是 我 们 又 得 到 形 如 式 (22. 11) 的 方程 : 
Ou, 
of 

方程 (22. 11) 和 (22. 12) 是 通常 的 (三 维 ) 波 动 方程 ,分 别 对 应 于 波 速 为 c， 

或 的 弹性 波 的 传播 . 其 中 的 一 个 波 (w,) 与 体积 改变 无 关 ( 由 于 VY ' 区 =0) ,而 

另 一 个 (uw,) 则 伴随 有 体积 的 胀 缩 . 

在 单 色 弹性 波 中 ,位移 矢量 具有 如 下 形式 : 
u = Re{lu,(r)e ”|, (22. 13) 





-cAu, = 0. (22. 12) 

















式 中 ww 是 坐标 的 函数 . 这 个 函数 应 满足 方程 
cAaz + (co -0) VY.u +wu, = 0. (22. 14) 
单 色 波 的 纵向 和 横向 部 分 分 别 满足 方程 
Au, + kiu, =0, Au, + hu, =0, (22. 15) 


式 中 和 =w/ei, k=w/e, 对 应 于 纵波 和 横流 的 波 矢 量 . 
最 后 ,我们 来 研究 平面 单 色 波 在 两 种 不 同 介质 分 界面 上 的 反射 和 折射 . 这 
时 应 当 注 意 , 反 射 和 折射 时 波 的 特性 一 般 来 说 是 要 发 生 改 变 的 . 假设 在 分 界面 
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上 射 人 的 是 单纯 的 横 波 或 单纯 的 纵波 ,而 最 后 得 到 的 却 是 既 包含 横 波 又 包含 纵 
波 的 混合 波 . 只 有 和 射 波 垂 直 于 分 界面 入 射 ,或 以 任意 角度 人 射 的 横 波 的 振动 
方向 与 分 界面 平行 这 两 种 情形 , 波 的 特性 才 不 会 发 生 改 变 ( 由 对 称 性 考虑 便 可 
以 得 出 这 样 的 结论 ). 
确定 反射 波 和 折射 波 方 向 的 关系 式 ,可 以 直接 从 频率 的 不 变性 和 波 矢量 在 
分 界面 上 的 切 向 分 量 的 不 变性 得 到 了 . 设 9 和 09' 分 别 为 人 射 角 和 反射 角 ( 或 折射 
角 ) ,而 c 和 和 <' 为 两 种 波 的 波 速 . 这 时 有 
sin 0 C 


二 (22. 16) 


: 
































sing’ ec 
例如 , 令 入 射 波 为 横 波 ,这 时 < = cj 是 第 一 种 介质 中 的 横 波 波 速 ,而 对 于 反 
射 波 中 的 横 波 同样 有 = cu ,因此 由 (22.16) 给 出 











0 = 0 ， 
即 入 射 角 等 于 反射 角 . 对 于 反射 波 中 的 纵波 ,有 =cn ,因此 
sin@ ca 
sing’ ci 
对 于 折射 波 中 的 横 波 部 分 有 c' = co , 当 和 人 射 波 也 是 横 波 时 ,有 
sing _ Cu 
sing’ co 
类 似 地 ,对 于 折射 波 中 的 纵波 ,有 
sing _ Cn 
sing’ cn 
习 题 


1. 纵向 单 色 波 以 任意 角 向 物体 与 真空 的 界面 入 
射 , 试 确定 反射 系数 . 

解 : 反射 时 通常 既 出 现 反射 纵波 ,也 出 现 反射 横 
波 . 从 对 称 观 点 考虑 ,很 明显 在 反射 模 波 中 位 移 矢量 
将 完全 位 于 入 射 面 内 (图 20, 其 中 ,n,n 分 别 是 洪 
入 射 方向 ,反射 纵波 方向 和 反射 模 波 方 向 的 单位 矢 
量 ; Uo ,Ui,U, 分别 是 相应 的 位 移 矢 量 ). 物体 中 的 总 
位 移 等 于 下 面 的 和 式 ( 为 简便 起 见 , 省略 了 公共 因子 
e 六) ， 


kp 旋 )。 
u = 4110e 5 十 42e 2 


+ Aa x ne 








@@ ”参见 本 教程 第 六 卷 $ 66. 那里 所 述 的 所 有 概念 在 这 里 也 完全 适用 . 








$22 各 向 同性 介质 中 的 弹性 波 - 105 ， 








(aa 是 重 直 于 入 射 面 的 单位 矢量 ). 波 矢量 的 绝对 值 为 :有 = = w/e, k= w/c,， 
而 入 射 角 9, 和 反射 角 01,0, 之 间 的 关系 为 b = 0, ,sin0, =sinbo = 我 们 得 到 在 物 
i 


体 界面 上 应 变 张 量 的 分 量 : 
= iko (A, + 4)cos 6 + iA,k,cos0,sin 9,, 
ur = ik (A, + 4,), 


ES 
| 


hk cos’O, — sin’0,) 


( 式 中 咯 去 了 公共 指数 因子 ). 应 力 张 量 的 分 量 按照 一 般 公式 (5.11) 计 算 . 此 公 
式 现 在 可 以 方便 地 写 为 
0 = 2pcu +p(c -2c:)un6u- 
介质 自由 表面 上 的 边界 条 件 为 ons =0, 由 此 得 o,, =0,, =0, 并 给 出 两 个 通过 
4 表示 h,,4, 的 方程 . 最 后 计算 结果 为 
cisin20,sin20, ~ cicos’20, 


0 7 。 。 2 Nn? 
c,sin20,sin20, + crcos 20, 


wu,, = iko(A, — A,)sinOcosO + 


4 = 4 





2cic,sin20ucos20， 
csin20,sin20, + crycos220， 
当 9,=0 时 ,4,= -4,4,=0, 亦 即 入 射 波 全 部 作为 纵波 被 反射 回来 . 纵向 反射 
波 垂直 于 介质 表面 分 量 的 能 流 密度 与 纵向 入 射 波 的 能 流 密 度 之 比 为 





4 = -Ah 


i 





同样 ,对 于 横向 反射 波 ,比值 为 





自然 ,R,+ R,=1. 
2.. 同 习 题 1, 但 入 射 波 为 模 波 (其 振动 方向 位 于 入 射 平面 内 ) 号. 
解 : 反射 波 既 有 横 波 也 有 纵波 ,并且 0 =0。,csin0,=cisin00. 总 位 移 矢量 为 


这 六 7 pr 


ko 这 
HE=6XH4e 0 +14e +Q&X14e 
02 0 大 这 


得 到 如 下 有 关 反 射 波 振幅 的 表达 式 : 
4 czsin20sin20。- cicos’20, 
全 


2 
o csin20,sin20, + crcos 200 


4 
A, 2c1c,sin2006c0s200 
4 


一 ， 2 2 
o cisin20,sin20, + cycos 20, 


£ 








@ ”如 果 振 动 垂直 于 人 射 夯 , 则 波 将 以 同样 的 形式 反射 回来 ,所 以 R, =1. 
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3， 试 确定 半径 为 尺 的 弹性 球 径 向 固有 振动 的 频率 . 

解 : 选择 原点 位 于 球 心 的 球 坐标 . 径 向 振动 时 ,& 的 方向 沿 着 半径 ,并 且 只 
与 7 和 时 间 上 上 有关, 因此 Vxw=0. 引入 位 移 “ 势 ”gp, 使 之 符合 于 == 99/9r. 
把 通过 只 表示 的 运动 方程 归结 为 波动 方程 crAgp = ,或 随时 间 周 期 振动 
(ce ”) 的 方程 : 


Ap = 广 卫 (二 2] A k= (1) 
在 除 球 心 外 的 整个 球 内 ,这 个 方程 的 有 限 解 为 
r 
( 式 中 未 写 出 时 间 因 子 ). 径 向 应 力 为 
ar =pl(c -2c)us +2cu,) =p{(c -2c)Ap +2cg"}, 

或 利用 方程 (1) : 

= 一 oo -4c Tp. (2) 
代入 边界 条 件 oo,(R) =0, 则 得 方程 

tankR _ 1 





3 
ER 1 ~ (kRe,/2c,)” 3 


上 式 的 根 即 可 定 出 国有 振动 频率 wm = cik. 

4. 试 确定 带 有 球 腔 的 无 限 弹性 介质 径 向 振动 的 频率 ( 设 cl 六 ci). 

解 : 在 无 限 介质 中 , 球 腔 的 径 向 振动 伴随 有 纵向 声波 辐射 ,因而 引起 能 量 耗 
损 和 振动 的 衰减 . 当 c 次 ci( 亦 即 天 六 A) 时 ,声波 辐射 小 ,也 可 以 说 振动 的 固有 
频率 具有 小 的 阻尼 系数 . 

方程 (1) 解 的 形 0 


a st Ss 
p= A r k= cy 9 
借助 于 (2) ,由 边界 条 件 o,,(R) =0, 即 得 


(大 三 ) = 4(1 ~ 让 及)， 


由 此 ( 当 c >>c, 时 ) 
_ 2 C 
w= i Re 
w 的 实 部 给 出 振动 的 固有 频率 ,而 虚 部 给 出 阻尼 系数 . 自然 ,在 不 可 压缩 介质 (ci 
一 ) 中 是 不 存在 阻尼 的 . 这 些 振动 是 介质 的 前 切 阻 力 (Jj 关 0) 引起 的 特殊 结果 
注意 对 于 这 些 振动 有 kR=2c,/c, 1, 亦 即 这 些 振 动 对 应 的 波长 远大 于 R( 将 此 
振动 与 弹性 球 的 振动 结果 相 比 很 有 意思 ,， 当 cl >>c, 时 ,此 振动 第 一 固有 频率 可 
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按 式 (3) 由 有 R= 给 出 ). 
§23 晶体 中 的 弹性 波 


弹性 波 在 各 向 异性 介质 中 ( 亦 即 在 晶体 中 ) 传播 所 遵从 的 规律 远 比 其 在 各 
向 同性 物体 中 传播 时 复杂 . 为 了 研究 这 样 的 波 ,我 们 应 返回 到 一 般 的 运动 方程 


00rit 











pu; = 


并 利用 关于 es 的 一 般 表 达 式 (10.3) , 即 

Oi = Ainm Um 
按照 8 22 节 开 头 所 说 , 式 中 Am 所 有 的 分 量 都 是 指 绝热 的 弹性 模 量 , 
将 ww 代 人 运动 方程 , 即 得 到 


3 
OX 


























.。 Gum Aim 8 / Ou Qun 
Pus: = 人 im | |) = 
Ox, 2 dx \ Ox, OX 
< Ou a Ou,, 
pi 2 iklm OX OX 2 iklm OX, OX, 








于 张 量 A 关于 指标 1 和 m 是 对 称 的 , 故 交 换 第 二 项 的 求 和 指标 1 和 m 后 ,我 
们 就 发 现 第 一 项 和 第 二 项 完全 相同 , 于 是 我 们 得 到 运动 方程 : 




















9 un 
PU: = Mm Bx, Orr (23.1) 
现在 来 研究 晶体 中 的 单 色 弹 性 波 . 为 此 ,我 们 应 寻求 运动 方程 形式 为 
u, = We 0 


(wo 是 常数 ) 的 解 , 而 波 矢量 上 与 频率 w 之 间 的 关系 ,要 由 所 写 出 的 函数 实际 满 
足 方程 (23. 1) 来 确定 . 将 uw 对 时 间 求 导数 即 是 以 -io 乘 原 式 , 而 对 %; 求 导数 
即 是 以 认 ; 乘 原 式 . 因此 ,代入 后 的 方程 (23.1) 变 为 
pO, = 
记 zwu =S vv 将 上 面 的 等 式 改写 为 
(pw d,, — Aummkiki)u, = 0. (23. 2) 
这 是 关于 未 知 量 w& ,wu, ,uw, 的 三 个 一 次 齐 次 方程 组 . 众所周知 ,这 种 方程 组 只 有 
当 其 系数 行列 式 等 于 零 时 , 即 方程 
[Akik -pw ,|=0 (23.3) 
成 立时 有 非 零 解 . 
这 些 方程 确定 了 频率 与 波 矢 的 关系 ,这 种 关系 通常 称 为 波 的 色散 关系 , 确 
定 它 的 方程 称 为 色散 方程 . 方程 (23. 3) 是 关于 w 的 三 次 方程 ,一 般 来 说 , 它 有 
三 个 不 同 的 根 wo” =w; () , 即 色散 关系 的 三 个 分 支 . 将 其 中 的 每 一 个 根 依次 代 
回 到 方程 (23.2) 并 求解 , 即 得 到 这 些 波 的 位 移 矢 量 w 的 方向 , 即 通 常 所 说 的 偏 
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振 方向 (自然 ,由 于 方程 自身 的 齐 次 性 ,矢量 w 的 绝对 值 不 能 由 方程 (23. 2 ) 确 
定 ,仍然 是 任意 的 ) 中 . 具有 同一 个 波 矢 上 k 的 三 个 波 的 偏振 方向 相互 垂直 . 这 一 
重要 结果 ,也 可 以 由 把 方程 (23. 3) 看 作 是 确定 二 阶 对 称 张 量 4h 的 主 值 
方程 而 直接 得 到 ,因而 方程 (23.2) 也 就 确定 了 这 一 张 量 的 主 方向 . 众所周知 , 主 
方向 是 相互 垂直 的 , 但 一 般 来 说 ,相对 于 天 的 方向 而 言 ,这 些 方向 之 中 的 任何 一 
个 既 不 是 纯 纵 向 的 ,也 不 是 纯 横向 的 . 
波 的 传播 速度 ( 它 的 群 速度 ) 由 下 面 的 导数 给 
已 -2 (23.4) 


(参见 本 教程 第 六 卷 8$ 67). 在 各 向 同性 介质 中 ,w(Kk) 与 绝对 值 左 成 正比 关系 ， 
因此 该 速度 的 方向 与 波 矢量 的 方向 一 致 . 而 在 晶体 中 并 非 如 此 ,一 般 来 说 , 波 的 
传播 方向 与 波 矢 的 方向 并 不 一 致 ,只 对 菜 些 特殊 方向 (晶体 的 对 称 轴 方 向 ) 矢 
量 k 和 如 才 是 共 线 的 . 

由 色散 方程 (23.3) 可 见 ,在 晶体 中 w 是 矢量 大 的 分 量 的 一 次 齐 次 函数 (如 
果 引 入 比值 /5 作为 未 知 量 , 则 方程 的 系数 与 无 关 ). 因此 ,速度 上 是 ,hh,， 
,的 零 次 齐 次 函数 . 换 句 话说 , 波 的 传播 速度 是 其 传播 方向 的 函数 ,与 频率 无 关 . 

如 果 我 们 在 空间 ( 亦 即 在 ,,h 坐 标 中 ) 对 于 色散 关系 中 的 任 一 分 支 
构造 一 个 频率 等 值 面 w(K) = const, 则 矢量 (23.4) 的 方向 与 等 值 面 的 法 线 方向 
重合 . 很 明显 ,如 果 等 值 面 处 处 都 是 凸 的 , 则 UV 和 大 的 方向 之 间 的 关系 是 单 值 
的 ; 每 一 个 的 方向 对 应 一 个 确定 的 品 方 向 ,反之 亦 然 . 如 果 频 率 的 等 值 面 并 
非 处 处 都 凸 , 则 这 个 关系 变 为 非 单 值 关系 : 每 一 个 的 方向 依旧 对 应 (给 定 色 
散 关系 分 支 上 的 ) 一 个 己方 向 ,但 一 个 给 定 的 己方 向 却 可 能 有 几 个 不 同 的 大方 
癌 与 之 对 应 . 





















































习 题 


1. 试 确定 立方 船体 中 弹性 波 的 色散 关系 :(1) 波 在 立方 击 体 [001] 晶 面 即 
立方 体 界 面 上 传播 ;(2) 波 在 [111] 呢 面 方 向 即 立 方 体 对 角 线 方向 上 传播 . 

解 : 立方 咒 体 的 非 零 弹性 模 量 有 A 和, 二 A， Ay 三 和 ,Awwy 三 和 A3( 以 及 与 它 
们 相等 的 由 x,y,z 中 其 它 指标 对 置换 指标 x,y 得 到 的 分 量 ,参见 $10). 坐标 轴 
%,y,2 沿 着 立方 体 的 枝 . 





外 在 各 向 同性 物体 中 ,这 些 分 支 是 w =eik( 纵 向 偏振 波 ) 以 及 同 两 个 独立 横向 偏振 波 对 应 的 两 个 重 
根 w = ck. 
@ 由 张 量 Aim 的 对 称 性 质 ,我 们 有 
信和 本 人 
后 一 个 表达 式 与 前 一 表达 式 的 区 别 只 在 于 做 标 符号 ,1, 亦 即 张 量 hihi 实际 上 是 关于 指标 i,m 对 称 的 . 
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(1) 选取 [001] 面 作为 xy 平面 ,并 设 0 为 该 平面 的 波 矢 量 天 和 x 轴 的 夹 角 . 
构建 并 求解 色散 方程 (23.3) , 即 得 到 色散 关系 的 三 个 分 支 : 


1 
powl， = [Ai 十 入 3 士 [CA -As)” 3 


-4(A + As) (A — A — 2A;)sin’ bcos’ 0] |, 
pw =Ask. 

第 三 个 分 支 的 波 是 洛 z 轴 偏振 的 横 波 . 前 两 个 分 支 的 波 是 在 xy 平面 内 偏振 的 
波 . 从 对 称 性 考虑 ,很 明显 ,所 有 这 些 波 的 传播 速度 U=9w/9k 也 在 4 平面 内 ， 
因此 所 得 表达 式 足 以 将 它 算 出 . 

当 0=0(k 沿 x 轴 ) 时 ,有 

pw = Ak, po = Ask, 

并 且 1 波 是 纵波 ( 洪 着 x 轴 偏振 ) ,而 2 波 是 横 波 ( 沿 着 Y 轴 偏振 )， 

当 0=m/4(k 洛 立方 体 界面 的 对 角 线 ) 时 ,有 


一 


po? (Ai +A, + 2A3)F, pw 二 (A -As)F. 


2 
其 中 1 波 是 纵波 ,而 2 波 是 横 波 并 在 xy 平面 内 偏振 . 
(2) 在 这 种 情形 下 , 波 矢量 的 分 量 上 = = 及 =k/Y3, 色散 方程 的 解 是 


pw = CA + 2As + 4 ， 


1 
paw? 3 二 FA 一 人 十 A3 ) . 


其 中 1 波 是 纵波 ,2 波 和 3 波 是 横 波 . 
2. 试 确定 六 方 晶 系 电 体 弹性 波 的 色散 关系 . 
解 : 六 方 唱 系 有 五 个 独立 的 弹性 模 量 (参见 $10 的 习题 1) ,对 它们 引入 记号 : 
A = A = 0 May = Lb, Ar = 0 ~ 20, 
Noms = A = Cs A = A = ds A = 
令 z 轴 的 方向 沿 着 六 次 对 称 轴 , 而 %,y 轴 的 方向 可 以 任意 选择 . 我 们 选取 xz 平 
面 使 波 矢量 天 位 于 其 内 . 这 时 =hsin0,k, =0,k, =kcos0, 其 中 0 是 玉 与 z 轴 的 
夹 角 . 构建 并 求解 方程 (23.3) ,得 到 
po = (bsin’0 + dcos 0) ， 


pa 4 和 pa | asin’0 + feos’0 ey 


ee 


+[{(a—-d)sin0 + (d-f)cos'0l” +4(c+ d)’sin’ Ocos’0] 
当 0=0 时 ,有 
ee 
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其 中 3 波 是 纵波 ,1 波 和 2 波 是 横 波 ， 
$24 表面 波 


在 介质 表面 附近 传播 而 不 穿 和 介质 深 处 的 波 是 弹性 波 的 一 种 特殊 形式 , 即 
瑞 利 波 (J. W. Rayleigh ,1885 ). 
把 运动 方程 写 为 (22. 11) , (22. 12) 的 形式 : 
Ou 2 
-Av=0 (24.1) 
( 式 中 尺 是 矢量 一 ,zu 之 一 的 任意 一 个 分 量 ,而 c 是 相应 的 速度 c, 或 ) ,并 寻求 
其 适合 表面 波 的 解 . 假设 弹性 介质 的 表面 是 平面 并 把 它 选 作 xy 面 , 并 设 介质 对 
应 于 z<0 的 区 域 . | 
我 们 来 研究 沿 着 x 轴 传 播 的 “平面 " 单 色 表 面 波 ,其 中 函数 wu(i,x,z) 具 有 如 
下 形式 : 





ey, 
式 中 函数 f(z) 满 足 方程 1/”=xf 引 入 记号 
x = (证 | . (24. 2) 








如 果 扩 -w/e <0, 则 J(z) 是 周期 函数 , 亦 即 我 们 得 到 的 是 通常 在 介质 整个 体 
积 内 不 消失 的 平面 波 . 因此 ,应 该 认为 局 -w/c >0, 于 是 x 为 实数 . 这 时 ,方程 
具有 exp( + xz) 形 式 的 解 ,应 从 中 选取 z 一 ~ om 时 衰减 的 函数 . 

这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 运动 方程 的 解 : 

u = const « el) ez. (24.3) 

它 对 应 于 在 介质 内 部 迅速 ( 按 指数 ) 衰减 的 波 , 即 波 只 在 介质 表面 附近 传播 . x 值 

波 的 真实 位 移 矢 量 w 为 矢量 w, 与 到 之 和 ,这 两 个 矢量 中 每 一 个 的 分 量 都 
满足 方程 (24. 1) , ui 的 速度 为 c=c,, uw, 的 速度 为 c=c,. 在 无 限 介质 中 的 体积 ; 
情形 下 ,这 两 部 分 是 两 个 相互 独立 传播 的 波 . 而 在 表面 波 的 情形 下 ,由 于 边界 条 
件 的 存在 ,把 它 分 为 两 个 相互 独立 的 部 分 不 再 可 能 . 位 移 矢 量 应当 由 矢量 志 
和 的 线性 组 合 来 确定 . 关于 这 后 两 个 矢量 ,必须 指出 ,现在 它们 完全 没有 平行 
和 垂直 于 位 移 分 量 传播 方向 的 直观 意义 了 . 

为 了 确定 矢量 uw 和 u, 的 线性 组 合 以 给 出 真实 的 位 移 & ,必须 考虑 物体 边 
界 条 件 . 由 此 确定 波 矢量 和 频率 o 之 间 的 关系 ,因此 也 确定 波 的 传播 速度 . 在 
自由 表面 上 必须 满足 ojn; =0 的 条 件 . 因为 法 向 矢量 严 平 行 于 z 轴 , 故 由 此 得 
出 以 下 条 件 : 
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所 以 
,=0, u, =0, ol(u, tu,) + (1 -oo)u,. = 0. (24.4) 
AR 与 坐标 y 无 关 , 故 由 第 二 个 条 件 给 出 








1 ( 芋 + 宇 ) 2 1 9u, = 0. 
Oz oy 





tw 过 


yz 2 
考虑 到 式 (24.3) ,由 此 得 到 





u, = 0. (24.5) 
因此 ,表面 波 中 的 位 移 矢 量 u 位 于 通过 传播 方向 并 垂直 于 表面 的 平面 内 ， 
波 的 “横向 ”部 分 u, 应 满足 条 件 (22.8) , 即 Y zu =0 或 
OU Ou,, 
2 
0% 0z 
根据 式 (24.3) ,由 这 一 条 件 得 到 等 式 
iku, + xiu, = 0， 


依 此 确定 比值 w/w 于 是 我 们 有 




















Us, = Xaexp(ikx + xz 一 iwt), | (24.6) 
u, = — ikaexp(ikx + x,z — iwi). 
式 中 a 是 常数 . 
波 的 “纵向 ”部 分 z 满足 条 件 (22.9) , 即 YVxz =0 或 
Ou Gun = 0， 
0z OX 
由 此 
w 2 
ku ~ Mi = 0, xi= (£ = : 
c 
这 样 一 来 ,就 有 
wi = hoe io ye, ye ixbe ws, (24. 7) 
式 中 5 是 常数 . 


现在 利用 条 件 (24.4) 中 的 第 一 和 第 三 式 ,将 uj 通过 wi 的 导数 表示 ,并 引入 
速度 和 c, ,这些 条 件 即 可 改写 为 
0z OX (24. 8) 


Ou Ou 
2 2 2 2 工 

二 2 gs 0. 
0z Ce 0) Ox 


在 上 式 中 代入 下 式 : 
U, = Uy + LU,, WU, = UW + U,,: 


最 后 ,由 式 (24.8) 中 的 第 一 个 条 件 给 出 方程 : 
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a(k + x) +2bkx,= 0， (24.9) 
由 第 二 个 条 件 导出 等 式 : 
2acixk + ble(xi—k) +20k] = 0， 
六 
2axk + blk +x) = 0. (24. 10) 
由 两 个 齐 次 方程 (24.9) 和 (24. 10) 的 相 容 性 条 件 给 出 
(KF + rt)” = 4k x, 
或 两 边 平方 并 代入 x, 和 x 的 值 ,得 
2 ww , 4 2 四 2 w’ 
(站 -所 = 16k (# -所 ) (? SS (24.11) 
上 面 的 方程 确定 了 w 和 的 关系 . 显然 w = const ' 天 为 了 确定 比例 系数 ， 





w = ché. (24. 12) 
这 时 ,展开 括号 并 约 去 公共 因子 ,我们 就 得 到 了 关于 的 方程 : 
| = 0. (24. 13 ) 
由 此 显 见 ,二 的 数值 只 与 比值 e,/c, 有 关 , 这 一 比值 是 每 一 给 定 物 质 的 某 种 特征 
常量 , 它 本 身 也 只 与 泊 松 比 有 关 








6 _ 1-20 

ci 2(1 -oo) 
自然 ,é 必须 是 下 实数 ,并 目 &<1( 以 使 ,hh 为 实数 ). 2 这 些 条 件 时 ,方程 
(24. 13) 只 有 一 个 根 . 所 以 ,对 于 每 一 个 给 定 的 cve: 值 , 总 共 只 得 到 一 个 确定 的 


é 值 2?. 
这 样 一 来 ,如 同体 积 波 一 样 , 表 面 波 的 频率 也 正比 于 波 矢量 . 它们 之 间 的 比 
例 系 数 是 波 的 传播 速度 : 
. = ct (24. 14) 
使 用 这 个 公式 ， | 和 纵波 速度 
c, 来 确定 . 横 波 和 纵波 的 振幅 之 比值 由 上 值 按 下 面 的 公式 给 出 : 
A (24. 15) 
4 2 VI- 
对 于 不 同 的 物质 ,与 o 在 0 到 1/2 内 变化 相对 应 ,比值 c/o 的 实际 大 小 在 LV2 
到 0 的 范围 之 间 变 化 . 这 时 的 变化 范围 是 从 0.874 到 0.955. 图 21 给 出 了 与 

















@ 方程 (24.11) 化 为 (24.13) 时 丢失 了 w? =0 的 根 (x = Xi = ,这 个 根 与 &=0 相对 应 而 且 也 满 
足 条 件 &<1. 但 由 (24.9) 和 (24.10) 可 知 这 个 根 与 等 式 4a= -b 相对 应 ,因此 总 位 移 w=w+uw,=0, 亦 即 
根本 就 没有 运动 . 
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0 的 关系 . 








习 是 


一 厚度 为 有 的 平面 平行 层 ( 介 质 1) 位 于 弹性 半空 间 ( 介 质 2) 上 , 且 有 振动 
方向 与 层 边 界 平行 的 横 波 在 平行 层 内 传播 . 试 确定 频率 和 波 和 失 量 之 间 的 关系 . 
解 : 选 平行 层 与 半空 间 的 分 界面 为 4y 平面 ,并 令 弹 性 半空 间 对 应 于 z<0， 
平行 层 对 应 于 凡 宇 z 宇 0. 在 层 内 ,我 们 有 
a =U = 0, uw = /f(z)e™", 
而 在 介质 2 中 ,我 们 把 在 介质 深 处 衰减 的 波 写 为 : 


i( kx— 2 CO 
Uy = Uy 0 Uy = 4eszei ee XH2 二 (# -把 


u 


于 





对 于 遂 数 f(z) 有 如 下 方程 : 
f”"+xif =0, | 


( 下面 我 们 将 会 看 到 ,应 有 好 >0) ,由 此 有 
| f(z) = Bsinxz + Ceos x1z. 

在 平行 层 的 自由 边界 (z =h) 上 必须 有 0, =0, 即 us/0z=0. 而 在 两 种 介质 的 分 
界面 上 (z =0) 有 下 面 的 条 件 : 


| Ouy 
Ul = Uz, Hi 2 = Ha Bz 


(jwi ,由 为 两 种 介质 的 前 切 模 量 ). 由 这 些 条 件 我 们 得 到 关于 4,B,C 的 三 个 方 
程 ,由 这 些 方程 的 相 容 性 条 件 给 出 
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A 
tanxih = 人 
MI 


这 个 方程 以 隐 式 确定 了 ww 与 上 的 关系 , 它 只 在 xl 和 x, 为 实数 时 才 有 和 解 , 因 而 总 
有 cs>w/h>cu. 由 此 可 见 , 该 波 的 传播 只 有 在 c。 >ci 的 条 件 下 才 有 可 能 . 


§25 杆 和 板 的 振动 


在 薄板 和 杆 中 传播 的 波 与 在 各 向 无 限 介 质 中 传播 的 波 有 着 本 质 的 区 别 . 我 
们 这 里 所 说 的 波 的 波长 远大 于 杆 或 板 的 厚度 . 相反 的 极限 情形 是 波长 远 小 于 杆 
或 板 的 厚度 ,这 时 可 以 把 杆 或 板 大 致 看 作 是 各 向 无 限 的 ,这 时 我 们 就 重新 得 到 
无 限 介 质 中 存在 的 关系 . 

必须 将 平行 于 杆 轴 或 板 平面 方向 振动 的 波 与 垂直 于 杆 轴 或 板 平 而 方向 振 
动 的 波 加 以 区 分 . 我 们 首先 从 研究 杆 中 的 纵波 开始 . 

加 在 村 的 侧 表 面 上 没有 任何 外 力作 用 , 则 杆 的 纵向 形变 ( 沿 杆 截面 均匀 ) 是 
简单 拉 伸 或 压缩 . 这 样 一 来 ,在 杆 中 的 纵波 是 简单 拉 伸 或 压缩 沿 杆 长 传播 . 但 
是 ,在 简单 拉 伸 时 ,应 力 张 量 的 分 量 中 只 有 0 不 为 零 (z 轴 沿 着 杆 长 ) , 它 与 应 变 
张 量 的 关系 (参见 $5) 为 






























































o, = Eu, = Foe 
0z 
将 此 式 代 和 一般 运动 方程 
OO 
Pr 7 ONE 
得 到 
Ou, p ou, _ 
i 和 je = 0. (25.1) 
这 就 是 杆 中 的 纵向 振动 方程 . 我 们 看 到 , 它 具 有 通常 波动 方程 的 形式 . 纵波 在 杆 
中 传播 的 速度 等 于 
(£2). (25.2) 
p 


将 该 式 与 c 的 表达 式 (22.4) 比较, 我 们 发 现 , 它 小 于 无 限 介质 中 纵波 的 传播 
速度 . 


我 们 现在 米 看 薄板 中 的 纵波 . 在 平衡 方程 (13.4) 中 以 -ph 
代替 P, 和 P, 后 , 即 可 立刻 写 出 这 种 振动 的 运动 方程 : 


Ou, 
of 








和 一 ph 一 
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p 9 1 ou, 1 Ou, 1 du, 


Do A ey 

p Ou, _ 1 Ou, 1 a” uy 1 Qu, 

Ea 1-o or Dl+to) or 2(1 -0o) dr0y 
现在 来 研究 沿 着 x 轴 传 播 的 平面 波 ,在 这 种 波 中 形变 只 与 x 坐标 有 关 ,而 与 y 坐 
标 无 关 . 这 时 方程 (25. 3) 得 到 了 极 大 的 简化 ,并 具有 如 下 形式 : 

0, E Ou, Ou, E On, 

or pl(1 -0’) Ox” 0 ot 2p(1 +o) ox” ee 
这 样 一 来 ,我们 又 一 次 得 到 了 普通 的 波动 方程 . u, 方程 和 w, 方程 中 的 系数 是 不 
同 的 . 振动 平行 于 传播 方向 的 波 (u, ) ,其 传播 速度 等 于 

(二 (25.5) 
而 振动 垂直 于 传播 方向 (但 仍 处 于 板 平 面 内 ) 的 波 (z,) ,其 波 速 等 于 无 限 介质 中 
的 横 波 波 速 c,. 

由 此 可 见 , 杆 和 板 中 的 纵波 与 无 限 介质 中 的 波 具 有 同样 的 特性 ,区 别 只 其 
传播 速度 的 大 小 不 同 (依旧 与 频率 无 关 ). 但 对 于 杆 和 板 中 的 弯曲 波 得 到 的 却 完 
全 是 另外 一 种 关系 ,在 这 种 情形 下 振动 发 生 在 垂直 于 杆 轴 或 板 平面 的 方向 上 ， 
即 伴随 有 杆 或 板 的 弯曲 . 

板 的 自由 振动 方程 可 以 在 平衡 方程 (12. 5 ) 的 基础 上 直接 写 出 来 . 为 此 , 必 
须 用 加 速度 & 与 单位 面积 板 的 质量 ph 之 乘积 代替 式 中 的 -已 这 样 一 来 . 我 们 
便 得 到 





(25.3) 































































































pa + Day -0 (25.6) 
3 


( 式 中 A 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 ). 
现在 来 研究 单 色 弹性 波 , 与 此 相应 我 们 寻求 形式 为 
¢ = const ell (25.7) 
的 满足 方程 (25.6) 的 解 ( 当然 波 矢量 总 共 上 只 有 两 个 分 量 : 上 和 上 ,). 将 其 代入 
式 (25.6) 得 到 方程 














2 


一 pw + 人 = 0. 
由 此 我 们 得 到 频率 与 波 矢量 之 间 的 如 下 关系 : 


a 万 1/2 a hp 

| 人 (2000 
此 可 见 , 频 率 与 波 矢量 绝对 值 的 平方 成 正比 ,而 在 无 限 介 质 中 波 的 频率 是 与 
波 矢量 绝对 值 的 一 次 方 成 正比 的 . 
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知道 波 的 色散 关系 后 ,就 可 以 根据 公式 (23.4) 求 出 波 的 传播 速度 . 在 给 定 
的 情形 下 ,我 们 得 到 


Ne 





v=| se (25.9) 
-0o’) 

由 此 可 见 , 弯 曲 波 沿 板 的 传播 速度 与 波 矢量 ( 波 数 ) 成 正比 ,而 不 像 在 三 维 无 限 
介质 中 的 波 那 样 是 常量 名 . 

对 于 细 杆 的 弯曲 波 也 会 得 到 类 似 的 结果 . 假设 弯曲 振动 是 小 的 . 在 小 挠 度 
弯曲 杆 的 平衡 方程 (20.4) 中 将 力 - 玉 ，, -天 代 以 加 速度 下 ,了 与 单位 长 度 杆 的 
质量 pS(5 为 杆 的 截面 面积 ) 之 乘积 , 便 得 到 运动 方程 .由 此 ,有 

a E124, ep (25. 10) 


92 


我 们 重新 寻求 这 组 方程 的 如 下 形式 的 解 : 


ji 好 -ob i(kz~wt) 
3 3 


在 = const 'e Y = const ，e 


并 得 到 沿 x 轴 和 y 轴 振 动 的 色散 关系 如 下 : 


EI 172 EI 1/2 
二 7 2 (7) = 2 
可 | 放声 (a pe. (25. 11) 
相应 的 传播 速度 : 
EI 17/2 El 172 
(x) = pe (7) 二 2 区 Ry 
U A k, U | k (25. 12) 


最 后 ,我 们 来 研究 杆 的 扭转 振动 . 当 杆 发 生 扭转 形变 时 , 杆 的 运动 方程 可 出 
表达 式 C97/3z (参见 $16, 8$18) 等 于 单位 长 度 杆 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 得 到 . 
该 角 动量 等 于 p13p/31, 其 中 3g/3t 是 旋转 角速度 (y 是 给 定 截 面 的 旋转 角 ) ,而 

1 = | (x + y°) df 


为 杆 截面 关于 惯性 中 心 的 惯性 符 ( 纯 扭转 振动 时 ,每 个 截面 都 将 绕 杆 中 保持 静 
止 的 惯性 轴 作 旋转 振动 ), 写 出 7 = 6p/sz, 即 可 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 








Ca -013 (25. 13) 
0z of 
由 此 可 见 ,扭转 振动 沿 杆 的 传播 速度 等 于 
C 172 
| (25. 14) 
习 题 


1. 试 确定 长 度 为 1 的 杆 的 纵向 固有 振动 频率 , 杆 的 一 端 固 支 , 另 一 端 自由 . 


@ 波 矢量 ( 波 数 )i=2n/A ,其 中 入 是 波长 .因此 ,根据 式 (25.9), 当 A 一 *0 时 ,速度 U0 就 应 无 限 地 增 
长 . 实际 上 这 个 结果 是 毫 无 实际 意义 的 ,因为 公式 (25.9) 不 适用 于 波长 过 短 的 情形 . 
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解 : 在 固定 端 (z=0) 应 有 z =0, 而 在 自由 端 (z=1) 有 ac.。=Eu。 =0, 即 
ou /ez =0. 我 们 寻求 方程 (2$.1) 的 形 如 下 式 的 解 ; 
u, = 4cos(of + Qa)sinkz, k= “(| 
由 z=1 时 cos kl =0 的 条 件 得 到 固有 频 


CA (2 六 Qn + Ds 





(nn 为 整数 ). 
2. 同 习 题 1, 但 是 杆 的 两 端 都 自由 或 两 端 都 固定 . 
答案 :在 这 两 种 情形 下 均 有 


E\'?nm 
和 
试 确定 长 度 为 了 的 蕊 的 国有 频率 . 
解 : 弦 的 运动 方程 为 
aX_pSoX_0 
0 了 or 


Z 
(参见 平衡 方程 (20. 17) ). 边界 条 件 : 当 z=0,l1 时 耳 =0. 由 此 得 到 国有 频率 


“= (对 ) 年 
4. 试 确定 两 端 固 支 的 长 度 为 1 的 杆 的 横向 振动 固有 频率 . 
解 : 将 式 
XX = Xz)cos(wt + a) 
代入 方程 (25. 10) 后 , 即 得 到 
和 3 
dz 一 





该 方程 的 通 解 是 
X, = 4cosxz + Bsinxz + Ccosh xz + D sinhxz， 
常数 A,B,C,D 由 边界 条 件 确定 : 当 z=0,! 时 站 =0,d8/dz=0. 结果 得 到 
KX, =A| (sinx!l - sinhxil) (cosxz — cosh xz) 一 
— (cosxl — coshxl) (sinxz — sinhxz)} 
和 方程 
cosxlcoshxl = 1, 


由 该 方程 的 根 给 出 振动 的 固有 频率 . 其 中 最 小 的 固有 频率 为 


22.4 /El, 
Wonin 一 [. ps 


5， 同 习题 4, 但 杆 的 两 端 是 简 支 的 . 
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最 小 频率 是 





9.87 /EL, 
Onin 2 
{ ps 


6， 同 习 题 4, 但 杆 的 一 端 固 支 , 另 一 端 自 由 . 
解 : 得 出 位 移 为 
Xo = Al(cosxl + coshxl) (cos rz - cosh xz) 
+ (sinx! ~ sinhxl) (sin xz ~ sinhxz)} 
(在 z=0 端 固定 ,在 z=1 端 自由 ) ,固有 频率 方程 为 


cosxlcoshxl +1 =0, 


3.52 /EL, 
Ohnin 2 a 
1 ps 


7， 试 确定 四 边 简 支 的 边 长 为 a 和 的 矩形 板 的 固有 振动 . 
解 : 将 式 





¢ = (x,y)cos(wt + oa) 

代入 方程 (25.6) 后 , 即 得 到 
A -Hb 0, #0 er). 

将 板 边 选 为 坐标 轴 . 边界 条 件 (12. 11) 现 在 表示 为 : 


本 
x =0,4 时 t=0, $=0; 
当 y =0,0 时 t=0,， 936-=0. 
满足 这 些 条 件 的 解 是 


.MTX , NT 
Co = A sin sin = 
a b 





Pr i sy (2)] 


8. 试 确定 边 长 为 a 和 上 的 矩形 膜 振 动 的 固有 频率 . 
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解 : 膜 的 振动 方程 为 
TAE = phe 
(比较 平衡 方程 (14.9) ). 膜 的 边 必 须 是 固定 的 ,所 以 # =0. 相应 于 矩形 膜 的 解 
是 








《 = A sin Tsin TY 00s wt, 
固有 频率 为 
2 了 2 7 nm 
” (> + | 
(m,n 是 整数 ). 


9. 杆 的 截面 形状 分 别 为 圆 、 椭 圆 、 等 边 三 角形 和 窄 答 形 , 试 确定 这 些 杆 的 捏 
转 振动 的 传播 速度 . 
解 : 对 于 半径 为 民 的 圆规 面 杆 ,惯性 憩 了 = mR'/2, 扭 转 刚度 C 由 816 的 习 
题 1 取得 ,我 们 得 到 速度 值 为 (Jj/p)”, 它 与 c, 相同 . 
类 似 地 (利用 §16 习 题 2 -4 的 结果 ) 得 到 椭圆 截面 杆 的 速度 
2ab ee 
本 
对 于 等 边 三 角形 截面 杆 ,速度 为 
(3/5) Ye,; 
对 于 窜 算 形 截面 杆 , 亦 即 形状 为 长 矩形 板 的 杆 , 速 度 为 
2 于。 
7 
所 有 这 些 速度 全 都 小 于 c,. 
10， 在 无 限 深 不 可 压缩 液体 的 表面 上 窗 盖 一 个 弹性 薄板 . 试 确定 当 波 沿 薄 
板 和 液体 表层 同时 传播 时 波 矢量 和 频 府 之 间 的 关系 . 
解 : 选取 板 平面 为 坐标 平面 (z =0) ,而 x* 轴 党 波 传播 方向 . 设 液体 所 在 区 域 
为 z<0 的 一 侧 . 自由 板 的 运动 方程 为 
poh S$ 
(po 为 薄板 材料 的 密度 ). 当 存 在 液体 时 ,在 方程 的 右面 应 该 增加 一 项 液体 作用 
于 板 面 单位 面积 上 的 力 , 即 液体 的 压强 p. 但 在 波 中 压强 可 以 通过 速度 势 表示 为 
了 = -p99p/0t( 急 略 重 力 场 ). 由 此 得 到 方程 
Do 2 - 3 a (1) 
其 次 ,在 液体 表面 上 液体 速度 的 法 向 分 量 必须 等 于 板 上 同一 点 的 速度 ,由 此 得 
到 下 面 的 条 件 : 
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9 _ 60 

ot 0z a (0 
在 液体 的 全 部 体积 内 势 p 必须 满足 方程 

a 6 





我 们 寻求 形 为 =ioe” “的 行 波 ; 据 此 ,我 们 取 方 程 (3) 的 解 为 党 液体 深度 衰减 
的 表面 波 
iChx—wmt) kz 
oo 一 poe Ba 
将 此 表达 式 代入 式 (1) 和 (2), 即 得 到 关于 po 和 如 的 两 个 方程 . 由 这 两 个 方程 
的 相 容 性 条 件 得 到 
2 大 


= -一 一 一. 
p + hpok 
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一 般 而 言 ,所 有 弹性 理论 都 是 基于 胡 克 定律 的 近似 这 个 意义 上 ,前 面 所 述 
的 整个 弹性 振动 理论 也 是 近似 理论 . 我 们 记得 这 一 理论 的 基础 是 把 弹性 能 展开 
为 应 变 张 量 的 震级 数 , 并 且 保留 到 二 次 项 为 止 . 因此 ,应 力 张 量 分 量 可 以 表示 为 
应 变 张 量 分 量 的 线性 函数 ,同时 运动 方程 也 是 线性 的 . 

在 这 种 近似 下 ,弹性 波 最 显著 的 特点 是 :任何 波 都 可 以 表示 为 各 单 色 波 的 
简单 委 加 ( 即 线性 组 合 ) 的 形式 . 每 一 个 单 色 波 都 可 各 自 独立 地 传播 并 可 单独 存 
在 而 不 伴随 任何 无 关 的 运动 . 可 以 说 ,在 同一 种 介质 中 同时 传播 的 不 同 单 色 波 
彼此 之 间 " 不 相互 作用 ”. 

然而 ,在 转 入 下 一 阶 近似 时 所 有 这 些 特 人 性 全 都 消失 了 . 高 阶 近似 效应 尽管 
小 ,但 对 某 些 现象 却 能 起 主要 作用 . 由 于 这 些 效应 对 应 的 运动 方程 是 非 线性 的 ， 
不 允许 有 简单 的 周期 ( 即 简 谐 ) 解 ,所 以 通常 称 其 为 非 简 谐 效应 . 

这 里 我 们 考虑 由 弹性 能 中 应 变 的 立方 项 所 引起 的 三 次 非 简 谐 效应 . 相应 的 
运动 方程 的 一 般 形式 相当 烦琐 . 但 我 们 可 借助 于 下 面 的 论证 来 阐述 非 简 谐 效应 
的 特征 . 弹性 能 中 的 立方 项 给 出 应 力 张 量 的 平方 项 ,因此 在 运动 方程 中 也 有 平 
方 项 出 现 . 设想 在 这 些 方程 中 ,所 有 的 线性 项 都 移 到 等 式 的 左 端 ,而 二 次 项 都 移 
到 了 等 式 的 右 端 . 用 逐次 近似 法 求解 这 些 方程 ,在 一 阶 近似 中 我 们 应 舍弃 所 有 
的 二 次 项 . 这 时 剩 下 的 就 是 通常 的 线性 方程 , 它 的 解 四 可 以 用 const ， e** "中 
形式 的 单 色 行 波 的 释 加 来 表示 ,其 w 和 上 之 间 有 确定 的 关系 . 接 下 来 作 二 阶 近 
似 , 这 时 应 置 w=w。 +w ,并 且 在 方程 的 右 端 (平方 项 一 边 ) 仅 保留 w 项 . 因为 按 
照 定义 ,uw 满足 没有 右 端 项 的 齐 次 线性 方程 , 故 等 式 左 端 含 m 的 项 相 消 ,结果 
我 们 得 到 关于 矢量 w, 的 分 量 的 非 齐 次 线性 方程 组 ,位 于 这 些 方程 右 端的 是 坐 
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标 和 时 间 的 已 知 函 数 . 将 u, 代入 原 方程 右 端 得 到 的 这 些 函 数 是 一 个 和 式 ,其 中 
每 一 项 都 正比 于 形 为 ef 全 20 或 ee 的 因子 , 式 中 ww， 
wx 和 ,k, 是 一 阶 近似 的 任何 两 个 单 色 波 的 频率 和 波 矢 量 . 

众所周知 ,线性 方程 的 这 种 形式 的 特 解 ,是 与 方程 自由 项 ( 右 端 ) 中 所 含 指 
数 因子 相同 旦 带 有 适当 选取 系数 的 详 项 之 和 ,其 中 每 一 项 都 对 应 于 一 个 具有 频 
率 w, tw, 和 波 秋 量 + 的 行 波 (等 同 于 初始 波 频 率 之 和 或 差 的 频率 称 为 组 
合 频 率 ). 

这 样 一 来 ,由 三 次 非 简 谐 效应 得 到 的 结果 是 :在 基本 单 色 波 (具有 频率 w,， 
w%,,"… 和 波 矢 量 k, ,k,,…) 的 集合 上 再 琶 加 上 某 些 弱 强 度 “ 波 ” ,这 些 弱 波 的 组 
合 频率 形 如 wy + w, ,而 组 合 波 矢量 形 如 +. 这 里 ,我 们 把 它们 称 为 带 引号 的 
“ 波 ”, 是 因为 它们 只 是 一 些 修 正 效 应 ,并 且 不 能 单独 存在 ( 某 些 特殊 情形 除外 ， 
详 见 下 面 ). 一 般 来 说 ,w, + w, 与 +k, 之 间 不 满足 通常 在 单 色 波 中 存在 的 那 
种 频率 与 波 矢量 之 间 的 关系 . 

但 很 明显 ,选取 两 组 特殊 的 w ,Kk 和 w,,k, 值 ,使 w+w, 与 +k, 之 间 
(为 了 确切 起 见 ,我 们 将 只 讨论 频率 和 ,而 不 讨论 频率 差 ) 满 足 给 定 介质 中 单 色 
波 所 遵从 的 关系 之 一 是 可 能 的 . 引入 记号 w=wi + os 和 =k +k, 从 数学 上 
看 ,可 以 认为 os ,ks 与 满足 一 阶 近似 下 齐 次 线性 运动 方程 ( 右 端 项 为 零 ) 的 波 相 
对 应 . 如 果 在 二 阶 近似 下 运动 方程 的 右 端 具有 正比 于 含 这 种 ws ,ks 的 e339 
项 , 则 如 所 周知 ,这 些 方程 的 特 解 将 是 具有 同样 频率 而 振幅 随时 间 无 限 增 大 
的 波 . 

因此 ,其 和 w,,k, 满足 上 述 条 件 的 两 个 单 色 波 ol ,上 和 w,,k, 加 因 非 简 
谐 效应 而 引起 共振 现象 , 亦 即 产 生 新 的 单 色 波 w;,k, ,这 个 波 的 振幅 随时 间 增 大 
直到 最 后 不 再 是 小 量 . 显然 ,如 果 在 波 w1 ,Kk 和 w,,k, 到 加 时 产生 波 os ,kk , 则 
在 波 wi ,后 和 os ,ks 全 加 时 也 将 发 生 共振 ,并 出 现 波 os = os -ol 态 = ks 一 kk， 
而 在 波 w, ,所 和 os ,Kk 蕉 加 时 ,也 将 产生 波 ol , 玉 

特别 是 ,在 备 向 同性 物体 中 ,可 借助 于 w=ck 或 w=ck 将 w 和 外 联系 起 
来 ,而 且 c > c 不 难看 出 在 那些 情形 下 ,这些 关 系 中 的 任 一 个 可 对 三 个 波 (w， 
ki; ws ,ks 和 os =w tw 有 =k + ) 中 的 每 一 个 都 成 立 . 如 果 反 和, 的 方向 
不 相同 , 则 < +hh, 因 此 ,很 明显 这 样 的 k,k， 只 能 在 下 面 的 两 种 情形 下 发 
牛 共振 :(1) wi ,kl 和 w, ,ks 是 横 波 ,而 w ,ks 是 纵波 ;(2) wi ,i 或 w,,k, 中 有 
一 个 是 纵波 , 另 一 个 是 横 波 ,而 os ,js 是 纵波 . 然而 ,如 果 矢 量 k 和 的 方向 相 
间 , 则 在 三 个 波 全 都 是 纵波 或 全 都 是 横 波 时 均 可 发 生 共 振 . 

引起 共振 现象 的 非 简 谐 效 应 不 仅 在 某 些 单 色 波 释 加 时 发 生 , 而 且 即 使 在 总 
共 只 有 一 个 波 w,,k, 的 情形 下 也 能 发 生 . 在 这 种 情形 下 ,运动 方程 的 右 端 有 与 
ex "9 成 比例 的 项 . 而 如 果 wi ,ki 满足 通常 的 关系 式 , 则 由 于 这 个 关系 式 是 
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一 次 齐 次 关系 式 ,2ok ,28 也 满足 这 一 关系 式 . 这 样 一 来 ,除了 已 存在 的 单 色 波 
woi ,Ki 之 外 , 非 简 谐 效应 还 导致 了 具有 二 倍 频 率 和 二 倍 波 矢量 (2wi ,2k, ) 的 波 的 
出 现 ,市 且 这 个 波 的 振幅 随 着 时 间 的 增加 而 增 大 . 

最 后 ,我 们 简单 地 谈 谈 如 何 建立 考虑 非 简 谐 项 的 运动 方程 . 现在 ,应 变 张 量 
必须 由 完全 的 表达 式 (1.3) 确 定 : 











1 /ou Ou 0202 
2 ( OX; OX, OX ) 
式 中 不 可 忽略 u 的 平方 项 , 其 次 ,对 于 具有 给 定 对 称 性 的 物体 ,能 量 密度 &B9 的 
一 般 表达 式 应 该 写成 标量 形式 ,这 些 标量 是 由 张 量 wj 的 分 量 和 一 些 表征 物体 材 
料 特性 的 常 张 量 组 成 ,其 中 包含 wi 的 项 应 达到 所 需要 的 符 次 . 然后 ,将 关于 uw 
的 表达 式 (26. 1) 代 人 ,并 弃 去 u 的 过 高 者 次 的 项 ,我 们 便 得 到 能 量 多 , 它 是 导数 
0u/90xs 的 函数 ,并 具有 所 需要 的 精度 . 
为 了 得 到 运动 方程 ,我 们 注意 下 面 的 结果 . 变 分 8 多 可 以 写 为 

9 多 Ou; 





(26.1) 


Ui = 












































锚 = 
Bd xl” 
或 引入 记号 
0 
A 26.2 
Oi 9( du/ Ox,) ( . ) 
把 8 多 改写 为 
du. OO 
i 
OX OX: OX, 


式 中 - 5u, 的 系数 是 单位 体积 物体 所 受 力 的 分 量 , 形 式 上 它们 和 以 前 一 样 . 因此 














po os (26.3) 
式 中 po 是 物体 未 形变 时 的 密度 ,而 张 量 分 量 0 现在 按 式 (26.2) 由 具有 所 需 精 
度 的 名 来 确定 . 张 量 wx 现在 不 再 是 对 称 的 了 ， 
我 们 要 着 重 指出 ,现在 这 里 的 eu 已 不 再 具有 动量 流 密度 (应 力 张 量 ) 的 含 
义 . 在 通常 的 理论 中 ,这 样 的 解释 是 由 物体 的 体力 密度 9o,/9xi 按 物体 体积 积分 
而 得 出 的 . 在 这 种 情形 下 最 为 关键 的 是 积分 时 我 们 没有 区 分 形变 前 与 形变 后 物 
体 上 点 坐标 的 不 同 ,从 而 忽略 了 它们 之 间 的 差别 . 但 是 ,在 转 人 更 高 阶 的 近似 后 
这 种 差别 不 能 再 忽略 ,这 时 限定 积分 区 域 的 表面 不 再 等 同 于 所 研究 物体 形变 后 
区 域 的 真实 表面 了 . 
在 $2 中 已 经 指出 , 张 量 wx 的 对 称 性 是 与 角 动 量 守 恒 相 联系 的 . 现在 ,这 个 



























































外 这 里 我 们 说 的 是 内 能 多 而 不 是 自由 能 ,因为 这 里 讨论 的 是 绝热 振动 . 
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不 再 成 立 ,这 是 因为 角 动 量 密度 不 应 写 为 x -Xiwi, 而 应 写 为 
(2 tu) — (Xp + Ws) u,. 
习 ”是 
试 将 各 向 同性 物体 弹性 能 的 一 般 表达 式 写 成 三 阶 近 似 形式 . 
解 : 由 二 阶 对 称 张 量 的 分 量 可 以 组 成 两 个 平方 标量 (好 和 网) 以 及 三 个 立 


方 标量 (ur wu sy Ulaun). 因此 ， 包含 wis 二 次 短 和 三 次 容 的 项 并 具有 标量 系数 
(各 向 同性 体 !1) 的 标量 表达 式 的 最 一 般 形式 ,是 


8 = pi + (全 -各 ) 吉 + 





A C 
3 UUalUn + Bu + EE 
( 岂 和 尼 前 面 的 系数 通过 压缩 模 量 和 前 切 模 量 表示 ;4,B,C 是 三 个 新 的 常数 ). 
将 ws 的 表达 式 (26.1) 代 入 上 式 , 并 保留 到 三 次 项 , 则 得 到 如 下 形式 的 弹性 能 
_ /ou duy? K 风 Ou y2 
a 2 le 








A \ du, 9u, du B+K py\ uou, 
+ (n+4) + | | 
4 ) Ox: OX; Ox 2 3 / Ox 


A du, Ou;, Ou, B du;, Qu, Ou C (2) 
12 Ox, gx Ox; 2 gx, ox; Ox: 3 oz / 


OX 
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晶体 中 的 弹性 形变 不 仅 与 施加 于 其 上 的 外 力 有 关 ,而 且 与 晶体 的 内 部 结构 
缺 隐 有 关 . 对 晶体 的 力学 性 质 有 实质 性 影响 的 缺陷 的 主要 形式 是 位 错 . 当然 ,从 
原子 的 微观 观点 探讨 位 错 的 性 质 超出 了 本 书 的 范围 ,本 书 仅 从 弹性 理论 的 角度 
对 这 一 现象 的 纯 宏观 方面 进行 研究 . 但 是 ,为 了 更 好 地 理解 后 面 所 得 结果 的 物 
理 意义 ,我 们 举 出 两 个 简单 的 例子 ,从 唱 格 结构 的 观点 说 明 位 错 缺 陷 的 性 质 . 

设想 往 图 22 所 示 的 品格 截面 中 插入 一 个 “额外 ”的 晶体 半 平 面 , 即 在 此 图 
中 的 yz 平面 的 上 半 部 分 . 该 半 平 面 的 边缘 ( 即 与 图 平面 重 直 的 z 轴 ) 在 此 情况 下 
被 称 作 刃 型 位 错 或 简称 丸 位 错 . 在 位 错 近 旁 , 唱 格 结构 的 畸变 很 大 ,但 在 几 个 品 
格 周期 数量 级 的 距离 之 外 , 晶 格 平面 之 间 就 已 能 基本 正常 地 连接 . 不 过 ,在 远离 
位 错 的 地 方 仍 会 存在 形变 . 这 一 点 可 以 通过 在 xy 平面 上 沿 绕 坐标 原点 所 作 的 
经 过 唱 格格 点 的 封闭 曲线 清楚 地 看 出 来 :如 果 用 矢量 定义 每 一 格 点 偏离 其 理想 
晶 格 位 置 的 位 移 , 则 在 绕 封 闭 曲 线 一 周 后 ,这 一 矢量 的 增 量 并 不 为 零 ,而 是 增加 了 治 
% 轴 的 一 个 蝇 格 周期 . 

另 一 类 型 的 位 错 可 以 想象 为 以 下 操作 的 结果 : 先 将 唱 格 河 半 平面 “< 切 开 ， 
然后 将 切口 两 侧 的 两 部 分 蝇 格 平行 于 切口 边线 相对 移动 一 个 晶 格 周期 ,这 种 类 
型 的 位 错 称 作 螺 型 位 错 或 简称 螺 位 错 . 此 类 位 错 的 存在 将 晶 格 中 的 晶体 平面 变 
成 了 螺旋 面 ,宛若 没有 台阶 的 旋 梯 . 沿 绕 位 错 线 ( 螺 旋 面 的 轴 ) 的 封闭 曲线 转 一 
圈 , 格 点 的 位 移 矢 量 将 会 增加 平行 于 轴 的 一 个 晶 格 周期 . 图 23 给 出 了 上 述 切割 


@ 本 章 是 与 科 谢 维 奇 (A. M. KoceBzd) 共 同 撰写 的 ， 
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图 22 








从 宏观 上 看 ,作为 连续 介质 的 晶体 的 位 错 形变 在 一 般 情况 下 上 其 有 以 下 性 
质 :在 绕 位 错 线 D 的 任意 封闭 回路 L 上 绕 行 一 圈 后 ,弹性 位 移 矢量 u 将 获得 一 
个 确定 的 有 限 增 景 5, 其 大 小 和 方向 与 晶 格 的 一 个 周期 相等 ; 常 矢量 5 称 为 给 定 
位 错 的 伯 格 斯 (Burgers) 矢量 . 此 一 性 质 可 写 为 以 下 形式 : 


Ou, 
中 av， = 中 二 dx =D (27.1) 


其 中 封闭 回路 的 环绕 方向 与 选 定位 错 线 的 
切线 7( 图 24) 成 右手 螺旋 关系 . 位 错 线 本 
身 此 时 是 形变 场 的 奇 点 连 成 的 线 . 

上 面 提 到 的 为 型 位 错 和 嵌 型 位 错 两 种 
简单 情况 对 应 的 位 错 线 D 是 直线 , 沿 着 这 
两 条 位 错 线 分 别 有 71b 或 7Ab. 同 时 我 们 Dp 
也 注意 到 ,图 22 中 绘 出 的 直观 图 里 ,具有 
相反 方向 5 的 刃 型 位 错 的 区 别 在 于 额外 的 
前 格 半 平 面 是 在 晶 格 的 于 半 平面 或 是 在 下 
半 平 面 插 人 的 ,这 两 种 刃 型 位 错 具 有 不 同 
的 正 负 符号 . 

一 般 情况 下 位 错 线 是 曲线 , 沿 这 条 曲线 4 与 + 之 间 的 夹 角 不 断 变 化 , 党 此 
位 错 线 的 伯 格 斯 矢量 5 本 身 始终 为 常量 . 显然 ,位 错 线 不 可 能 在 晶体 内 部 结束 
(参见 下 数 第 二 个 脚注 ). 位 错 线 应 当 或 者 项 端 穿 出 到 晶体 表面 或 者 如 同 在 通常 
情况 下 那样 形成 封闭 环 . 

换 名 话说, 条件 (27. 1) 表 明 ,在 位 错 存 在 的 情况 下 ,位移 矢量 不 是 坐标 的 单 
值 函数 ,因为 绕 位 错 线 一 周 后 它 会 产生 一 个 固定 增 量 . 当然 从 物理 上 看 ,这 里 没 
有 任何 非 单 值 性 : 增 量 5 只 代表 晶 格 点 有 一 个 等 同 于 晶 格 周期 的 附加 位 移 ,一 
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般 而 言 ,这 并 不 影响 晶 格 本 身 . 特别 是 ,表征 晶体 弹性 状态 的 应 力 张 量 ex 是 坐 
标的 单 值 连续 函数 . 
为 了 今后 方便 ,引入 符号 








wi = (27.2) 
借助 于 该 符号 ,条 件 (27. 1) 可 写 为 如 下 形式 : 
huads i (27.3) 
习惯 上 把 非 对 称 张 量 wx 称 作 畸变 张 量 ,其 对 称 部 分 给 出 通常 的 应 变 张 量 
wa = (au + on) (27.4) 


与 多 值 函数 &(r) 相反 , 张 量 wx 与 ww 是 坐标 的 单 值 疯 数 . 
条 件 (27.3) 可 以 写作 微分 形式 . 为 此 我 们 将 沿 回 路 工 的 线 积分 变换 为 对 张 
在 这 个 回路 上 的 某 一 表面 的 面积 分 :0 


OW ng 
hwnden = im df;. (27. 5) 
L SL 

















由 于 张 量 es 对 指标 1m 反对 称 ,而 -zs = 对 于 这 些 指 标 是 对 称 的 , 故 除 
去 表面 5, 与 曲线 也 的 交点 之 外 ,被 积 函数 的 表达 式 处 处 全 等于 零 ,在 奇 点 连 成 
的 曲线 内 表示 为 导数 (27.2) 的 形式 失去 意义 @. 在 这 些 点 上 
确定 量 wj; 要 借助 于 相应 的 5 隆 数 ,以 使 得 积分 (27.5) 具 有 所 需 值 b,. 令 E 是 在 
垂直 于 矢量 7 的 平面 上 从 位 错 轴 给 定点 出 发 的 二 维 径 矢 ,这 一 平面 的 面 元 可 通 
过 表面 9, 的 面 元 df 表示 为 7 了 ' df. 根据 二 维 8 函数 8(#) 的 定义 ,我 们 有 
9) 7 .dr = | (8) df a 
因此 ,十 分 清楚 ,为 了 取得 所 需 结 果 , 应 当 取 


Wi | 
eim a = ~ 70,5(é). (27.6) 
这 正 是 我 们 所 要 求 的 条 件 (27. 3 ) 的 微分 表示 . 


@ 根据 斯 托 克 斯 定理 ,变换 是 通过 代 换 


























实现 的 ,其 中 ej 为 单位 反对 称 张 量 ,df 为 面 元 . 记 住 形 如 esoib) 的 表达 式 是 矢量 a 与 5 的 矢量 积 的 (a x 
5) 分量. 

@@ 如果 位 错 线 终 止 在 晶体 内 部 某 一 点 , 则 可 选取 表面 5S1 使 之 将 该 点 包 住 但 又 不 与 位 错 线 D 相交 . 
此 时 积分 (27.5) 为 零 ,与 给 定 条 件 矛盾 . 
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如 果 已 知 给 定 各 向 异性 介质 的 平衡 方程 的 格林 张 量 G5 ,也 就 是 说 ,如 果 表 
示 在 无 界 介质 坐标 原点 处 施加 沿 x; 轴 的 集中 单位 力 所 引 起 的 位 移 分 量 wi 的 了 
数 是 已 知 的 , 则 位 错 周围 的 位 移 场 &(r) 可 以 用 一 般 形式 写 出 (参见 $8). 这 一 
点 很 容易 从 以 下 的 形式 推导 得 到 . 

我 们 不 去 求 平 衡 方程 的 多 值 解 ,而 是 把 u(r) 看 作 在 位 错 环 D 所 支撑 的 任 
意 选 定 曲面 5。 上 具有 给 定 跃 变 5 的 单 值 函数 . 如 果 zx, 和 xz_ 分 别 对 应 于 在 Su 
面 间 断 的 位 移 函 数 处 于 上 岸 与 下 岸 之 值 ,那么 有 

nu,-u_=5b. (27.7) 

这 里 的 上 岸 和 下 岸 已 在 图 24 中 予以 定义 .图 24 给 出 的 与 切线 7 成 所 示 指 
向 关系 的 表面 5, 的 法 线 给 出 了 由 下 岸 指向 上 岸 的 方向 . 沿 回路 上 由 上 岸 至 
下 岸 的 积分 则 由 具有 正确 符号 的 式 (27. 3 ) 给 出 , 依照 (27.3) 和 (27. 4) 形 式 地 
确定 下 来 的 张 量 ww 和 zw 在 间断 面 上 具有 8 函数 型 的 奇异 性 


1 
wi = mb 人 we = 本 (mt + nb) dE), (27. 8) 


其 中 上 为 从 表面 5, 起 始 的 沿 法 线 严 的 坐标 (df =n dl, 为 回路 上 的 长 度 线 
元 )， 

由 于 在 位 错 周围 的 介质 中 实际 上 并 不 存在 任何 物理 上 的 奇异 性 , 故 如 上 所 
述 ,应 力 张 量 rw 应 当 是 处 处 连续 的 单 值 函数 . 但 是 ,与 应 变 张 量 (27.8) 存在 以 
下 联系 的 应 力 张 量 : 








(S) (5) 
Oi = Am ， 


它 在 表面 5, 上 也 具有 奇异 性 . 为 了 消除 这 种 奇异 性 ,应 当 引 入 沿 表面 分 布 且 已 
知 密度 为 1 的 虚拟 体力 . 存在 体力 时 的 平衡 方程 形 为 





9 
4 0 
由 此 十 分 清楚 ,应 当 令 
a0 Ou 
人 (27.9) 
3 YE 


如 此 一 来 ,寻求 多 值 函 数 &(r) 的 问题 ,就 等 价 于 由 式 (27.8) 和 (28.9) 给 出 的 在 
存在 体力 情况 下 寻求 单 值 间 断 函 数 的 问题 . 现在 可 以 使 用 公式 


u(r) = [esr -rf (Cr ) dV. 


将 (27.9) 代 入 上 式 后 , 作 分 部 积分 ; 沿 无 穷 远 处 表面 的 面积 分 为 零 ,而 剩 下 的 积 
分 中 8 函数 很 容易 被 消去 . 人 /ax! = - 0G;/0%; ,最 后 得 到 


u(r) = — A bm ni -一 有 (r-r)df'. (27. 10) 
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于 是 所 设 定 的 问题 得 解 2. 
在 远离 位 错 环 处 ,形变 (27. 10) 具 有 最 简单 的 形式 , 如 果 假 定 将 位 错 环 放置 

在 坐标 原点 附近 , 则 在 远大 于 位 错 环 线性 尺度 的 距离 处 ,可 令 了 -六 =r, 并 将 之 

移 至 积分 号 外 . 这 样 我 们 有 

aG,(r) 


OX. 





u(r) = — Aid 2 (27. 11) 


其 中 
dy = Siby, S$, = | nidf = ew wi dix. (27. 12) 


轴 矢 量 $ 的 各 分 量 ,分别 是 位 错 环 万 在 垂直 于 相应 坐标 轴 的 平面 上 的 投影 所 圈 出 
的 面积 ;自然 将 张 量 如 称 为 位 错 矩 张 量 . 张 量 C, 的 各 分 量 为 坐标 x,y,z 的 一 阶 齐 
次 函数 ( 见 8$8 习题 ). 因此 ,由 (27.11) 可 见 ,ux1/r ,相应 的 应 力 场 ru cc17r. 
不 难 解释 直线 位 错 周 围 的 弹性 应 力 与 距离 关系 的 特性 . 在 柱 坐 标 z,r,g 中 
(z 轴 在 位 错 线 上 ) ,形变 只 依赖 于 r 和 e. 特别 是 ,在 xy 平面 内 的 任何 回路 作 任 
意 尺 度 的 相似 变换 时 ,积分 (27. 3 ) 都 必须 是 不 变 的 . 显然 ,只 有 假定 所 有 的 wi 
x1/r 时 , 才 有 这 种 可 能 . 于 是 ,ui 张 量 以 及 应 力 张 量 eu 也 都 正比 于 1Xr@. 
虽然 直到 现在 我 们 一 直 只 在 讨论 位 错 ,但 是 ,所 得 到 的 公式 也 适用 于 晶体 
结构 的 其 它 类 型 缺陷 导致 的 形变 . 位 错 是 一 类 线性 缺陷 . 除 此 而 外 ,还 存在 使 规 
则 的 晶体 结构 在 给 定 表面 附近 区 域内 都 遭受 破坏 的 缺陷 @. 从 宏观 观点 来 看 ,可 
将 这 种 缺陷 当 作 位 移 矢量 wu 在 其 上 经 受 跃 变 的 间断 面 (但 由 于 平衡 条 件 , 应 力 
ou 仍然 是 连续 的 ). 如 果 在 表面 各 处 的 路 变量 5b 都 是 一 样 的 , 则 就 它们 形成 的 形 
变 而 言 ,这 种 间断 与 位 于 其 边界 上 的 位 错 毫 无 区 别 . 唯一 的 区 别 仅仅 在 于 ,这 里 
矢量 5 不 再 等 于 唱 格 周期 , 同时 ,上 述 表 面 5, 的 位 置 也 不 再 是 任意 的 ,而 应 与 
实际 的 物理 间断 位 置 重合 . 与 这 种 间断 面相 联系 的 是 一 个 确定 的 附加 能 量 , 这 
个 能 量 可 通过 引入 相应 的 表面 张力 系数 来 描述 . 


习 题 


1. 试 写 出 以 位 移 矢量 表示 的 各 向 同性 介质 中 的 位 错 形变 平衡 方程 . @ 
解 :采用 应 力 张 量 或 应 变 张 量 ,平衡 方程 的 通常 形式 为 90 /9x =0, 或 者 ， 






























































Q@ 各 向 异性 介质 的 G; 张 量 是 由 $8 习题 脚注 所 列 论文 求 得 的 . 一 般 而 言 ,这 个 张 量 非 常 复杂 . 对 于 我 
们 这 里 所 涉及 的 直线 位 错 情况 ,相当 于 处 理 平面 弹性 理论 问题 ,直接 解 平衡 方程 求 得 这 个 张 量 可 能 更 简单 . 

@ ”注意 直线 位 错 周 围 弹 性 形变 场 与 直 导 线 周 围 磁 场 间 的 相似 性 ,电流 强度 此 时 所 起 的 作用 如 同 伯 
格 斯 矢量 . 但 是 ,即使 不 论 这 两 种 不 同 物理 现象 之 间 的 性 质 是 完全 不 同 的 ,相应 物理 量 张 量 特性 的 不 同 也 
减 小 了 二 者 的 相似 度 ， 

图 这 类 缺陷 的 已 知 特例 是 晶体 中 的 一 个 挛 晶 葡 层 . 

国 因为 就 其 本 质 而 言 ,所 有 真实 的 位 错 只 有 在 晶体 中 才 存 在 ,而 蝇 体 本 身 是 各 向 异性 的 , 故 涉 及 各 
向 同性 介质 的 本 感 以 及 其 它 习题 的 物理 意义 受到 限制 . 但 这 些 题目 具有 一 定 的 演示 意义 . 
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将 式 (5. 11) 中 的 ogo; 代入 平衡 方程 后 ,得 : 
Os oT Ou 
ee (1) 

但 在 将 未 知 函 数 转换 为 矢量 下 时 必须 考虑 微分 条 件 (27.6) ,将 式 (27.6) 磁 以 

em 并 按 下 标记 缩 并 公式 ,得 : 


OX OX, 





= (rxb).8(é). (2) 
将 (1) 式 改写 为 


1 Ow 1 Ow oT dw 
2 dx, “2 OX 1 一 20 9xi 
并 将 (2) 式 代入 ,得 到 
人 
根据 (27.2) 式 实现 对 的 代 换 ,得 到 所 要 求 的 对 于 多 值 函 数 U(r) 的 方程 : 
1 
1 -20 
此 方程 的 解 必须 满足 条 件 (27. 1). 
2， 试 确定 各 向 同性 介质 中 直线 螺 型 位 错 周 围 的 形变 . 
解 :选取 柱 坐 标 z,r,p, 令 z 轴 泊位 错 线 ; 伯 格 斯 矢量 为 :0. =b =0,b,=4. 根 
据 对 称 性 考 上 处 ,显然 平行 于 z 轴 的 位 移 与 坐标 z 无关. 习题 1 中 的 平衡 方程 
(3) 简 化 为 Au, =0. 满足 条 件 (27.1) 的 解 为 四 











Au + VY .nu = 7xba(é). (3) 


a b 
Se 
于 是 张 量 i 与 0 中 不 为 零 的 分 量 仅 有 
,2 
人 4T7 人 2Tr 


所 以 应 变 仅 仅 是 纯粹 的 剪 切 应 变 . 
单位 长 度 位 错 的 自由 能 由 在 积分 上 上、 下限 处 都 对 数 发 散 的 积分 
本 _& 
小 二 于 Poway = | 5 
出 . 积分 下 限 应 当 取 原子 尺度 的 距离 ( ~ 了 b) ,在 此 距离 上 形变 很 大 且 宏 观 理论 
不 适用 . 积分 上 限 则 由 位 错 长 度 工 的 量 级 确定 . 这 样 


@ 提醒 读者 注意 公式 
eimein = 38kSnn 一 SmnSnt- 


@ 在 所 有 有 关 直 线 位 错 的 习题 中 ,我们 都 将 矢量 7 取 在 * 轴 的 负 方 向 上 . 
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靠近 位 错 轴 处 截面 ~ 用 的 位 错 “ 芯 ”的 形变 能 可 估计 为 ~pb?. 在 In(L/b) >>1 
的 情况 下 ,与 弹性 形变 场 的 能 量 相 比 这 个 能 量 是 小 量 . 中 
3. 试 确定 各 向 异性 介质 中 得 直 于 晶体 对 称 平面 的 螺 型 位 错 周围 的 内 应 力 ， 
解 :选择 坐标 x,y,z 使 z 轴 平行 于 位 错 线 ( 仍 有 1 =D). 矢量 下 仍 然 只 有 分 
量 w =u(%,Yy). 由 于 xy 平 面 是 而 体 的 对 称 面 , 故 下 标 z 出 现 奇 数 次 的 张 量 A spm 
的 所 有 分 量 都 等 于 零 . 因此 张 量 ee 


人 


和 ZXZ Ox ZE Oy » YZxz = zyYZ oy 


OO a 


0 
= 从 
Cu aB Oxg 


而 平衡 方程 写 为 V' =0 的 形式 . 所 寻求 的 这 个 方程 的 解 应 满足 条 件 (27. 1)， 
hvu d=b. 


在 这 种 形式 下 ,此 问题 与 在 磁 导 率 为 A,s 的 各 向 异性 介质 中 寻求 电流 强 
为 1=cb/4m 的 直 导 线 周 围 的 磁感应 强度 和 矿 场 强度 (这 两 个 量 分 别 相 当 > 
题 中 的 中 和 Vu) 的 问题 完全 一 样 .采用 在 电动 力学 中 已 求 得 的 解 , 我 们 得 到 

Pe > A sgepys*y 
” Vag | A A 

其 中 | 和 | 为 张 量 A 的 行列 A 

4. 试 确定 各 向 同性 介质 中 直线 妨 型 位 错 周 国 的 形 

解 : 令 z 轴 沿 位 错 线 方向 , 伯 格 斯 矢量 为 6, =b6,b, = 六 =0. 由 问题 的 对 称 性 可 
知 ,位 移 笑 量 位 于 xy 平面 且 不 依赖 于 z, 这 样 我 们 所 要 处 理 的 是 一 个 平面 问题 . 在 
本 问题 中 ,所 有 的 矢量 都 是 xy 平面 中 的 二 维 矢量 ,矢量 运算 也 都 是 二 维 的 . 

我 们 将 要 求 方程 





1 
1 -20o 
(参见 习题 1;j 为 沿 y 轴 的 单位 矢量 ) 的 形 为 u=u +w 的 解 ,其 中 矢量 Ww" 的 
分 量 分 别 为 





Az + VV'u = ~ bjS(r) 


b b 
ue) = 一 p， zt = 一 lnr 
27 由 27 


(它们 分 别 为 (BA[2T)In(x + 过) 的 实 部 和 鹿 部 ) ,rip 为 xy 平面 上 的 极 坐 标 ,这 个 
矢量 满足 条 件 (27.1). 于 是 问题 成 为 寻找 单 值 函数 Ww. 因为 容易 证 明 
Vu =0，An = bjd(r), 


@ ”这些 估计 具有 一 般 性 ,并 在 数量 级 上 对 任何 (不 仅 是 螺 型 位 错 ) 位 错 都 正确 . 应 当 注意 ,事实 上 
ln(CZ8) 通 常 不 是 太 大 ,因而 位 错 芯 部 的 能 量 占 总 位 错 能 量 的 可 观 部 分 . 














827 存在 位 错时 的 弹性 形变 . 131 . 





故 WwW 满足 方程 





= -2 
w+ Vy. w= -218(r)， 


| 人 
下 全 
的 没 a 习题 中 的 方程 (1)). 借助 
于 在 该 题 中 求 得 的 无 限 介 质 格林 张 量 ,将 求解 ww 归结 为 求 积 分 























2 (3 一 4c)7 77 7 EE x 
= | + 计 ]de， RE 灿 2 
结果 得 到 
_b y 1 XYy 
uv, = 2 {aretan 2 i al 
RY b 1 一 20 2 网 1 和 
WB 人 2 | 
由 此 算出 的 应 力 张 量 在 直角 坐标 中 的 各 分 量 为 
y(3x +Y) _ ,py —y) r(x -7 ) 
在 极 坐标 中 的 各 分 量 为 
全 bpB singp pB cos P 
r 天 
EE 


5， 在 各 向 同性 介质 中 ,数目 为 无 穷 多 的 全 同 平行 直线 为 型 位 错 均 匀 地 排列 
在 重 直 于 其 伯 格 斯 和 失 量 的 平面 内 , 相 急 位 错 之 间 的 距离 为 hh 试 求 这 个 “位 错 
壁 ”在 远大 于 有 的 距离 处 所 形成 的 剪 切 应 力 . 

解 : 令 位 错 平行 A 
y) 点 产生 的 总 应 力 由 以 下 求 和 给 





gtsy) = ee Se: 
将 此 求 和 改写 为 
os = 6BE [J(a,8) + wasE| ， 
其 中 
J(a,B) = > a = 三 ，B = 区 


根据 泊 松 求 和 公 
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了 AD = 工厂 Kaoewan 
得 到 





wo ~ wm niké 
Hap) sme em - 


-o 0 +€ k=1 “0 +é 


TT 2 2 
= 一 + 一 > i 27k8). 
e “cos(2T1B) 


Q k=1 


在 a=x/h 污 1 的 情况 下 ， 对 上 的 求 和 中 可 仅 保 留 第 一 项 ,结果 得 到 


0 = 47’B eoos (2 ; ) 。 


于 是 在 远离 位 错 壁 处 ,应 力 随 离 壁 距离 指数 衰减 . 
6. 试 确定 位 错 环 周转 各 向 同性 介质 的 形变 (J. M. Burgers,1939). 
解 :从 公式 (27.10) 出 发 ,根据 式 (5.9) 和 (5.11), 张 量 和 A 可 表示 为 





Aum = wf ri + Bad + 66n]. 
在 本 卷 88 习题 中 求 得 的 各 向 同性 介质 格林 函数 可 表示 为 
1 
Ga(R) = 16mm01 oR! (3 - 40) 6 + zip 


此 处 尺 =r-r' 为 由 线 元 dfP'(r' 点 ) 至 形变 观察 点 (7 点 ) 的 径 矢 记 = 员 为 径 拓 广 


向 的 单位 矢量 . 将 这 些 表示 式 代入 式 (27. 10) ,并 在 积分 号 内 完成 所 要 求 的 微分 
运算 ,计算 结果 为 


人 by De 
87(1 -ar)jsw 
en jr bw) df). (1) 


上 式 中 的 积分 应 当 通 过 洛 回 路 万 , 即 沿 位 错 环 的 积分 来 表示 . 为 此 ,注意 以 下 公式 ， 
由 去 了 工 5 x dr -= lf -pv(b. df')|, 


$b x py) dr =-[ bd + (bv)(v. dp) 


等 式 右 端的 面积 分 是 利用 斯 托 克 斯 定理 由 等 式 左 端的 回路 积分 得 到 的 ,其 中 根 
据 斯 托 克 斯 定理 实现 了 变量 代 挨 dl' 一 df x V' (其 中 V' =9/9r') ;由 于 被 积 函 数 
只 依赖 于 二 矢量 之 差 7-r', 这 个 变换 等 价 于 代 换 d1' 一 df x 人 (其 中 =9/97). 
同样 引入 由 观察 点 所 观察 到 的 位 错 环 所 张 的 立体 角 ,根据 定义 


0 = [zr df 
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此 时 位 移 场 具有 以 下 形式 : 
二 0 机 1 ! ee 本 了 
u(r) = bi + nt xdl + Bi = vhs xv)*: dl. 
这 个 函数 的 多 值 性 在 于 第 一 项 , 绕 位 错 环 DD 转 一 并 后 立体 角 改 变 4T， 
远离 位 错 环 处 (1) 式 成 为 
可 1 一 20 
WE 87(1 -0o)R’ 
3 
十 一 一 
87(1-o)R’ 


此 公式 也 可 直接 由 式 (27. 11) 和 (27.12) 求 得 . 
§28 应力 场 对 位 错 的 作用 


现在 我 们 来 考察 处 于 外 负载 在 物体 内 形成 的 弹性 应 力 场 ow 中 的 位 错 环 
D, 并 计算 应 力 场 对 位 错 环 的 作用 力 . 为 此 ,根据 一 般 规则 ,必须 求 出 位 错 作 无 限 
小 位 移 时 外 力 对 位 错 所 作 的 功 858，. 
我 们 回 到 $ 27 引入 的 概念 , 即 把 位 错 环 D 当 作 一 条 封闭 线 ,在 这 条 线 支 撑 
的 曲面 S, 上 ,位 移 矢 量 产生 间断 ,间断 的 数值 由 公式 (27.7) 给 出 . 位 错 线 D 的 
移动 导致 表面 5, 的 改变 . 令 3x 为 位 错 线 D 上 各 点 的 位 移 矢量 . 位 移 5x 后 位 错 
线 线 元 df 扫 过 久 = 5x x 81= 8x x7dl 大 小 的 面积 ,由 此 决定 了 表面 So 面积 的 增 
加 . 因为 我 们 现在 讨论 的 是 位 错 的 真实 的 物理 位 移 ,所 以 必须 考虑 到 上 述 操作 
还 伴随 有 介质 物理 体积 的 变化 . 因为 表面 两 侧 介 质 中 的 点 的 位 移 w 相差 为 了 , 故 
体积 改变 由 以 下 乘积 给 出 
3V =b. ee (28. 1) 
与 此 相 联 系 的 是 两 种 本 质 上 完全 不 同 的 物理 状况 . 其 中 之 一 是 8V=0, 即 位 
错 线 的 位 移 与 体积 变化 无 关 . 如 果 位 移 是 在 由 矢量 7 和 5b 确定 的 平面 上 进行 
的 ,就 会 出 现 这 种 情况 . 这 个 平面 称 为 该 位 错 元 的 滑 移 平面 . 位 错 环 D 上 所 有 位 
in 
量 b5 的 母线 构成 的 柱 面 0. 请 移 平面 的 物理 特殊 性 在 于 ,只 有 在 这 样 的 平面 上 ， 
位 销 才 可 较 轻 易 地 进行 机 械 移动 (这 种 情况 下 称 此 移动 为 滑 移 ) 吧 . 
在 位 错 移 动 的 情况 下 , 随 着 表面 So 面积 的 改变 ,集中 在 位 错 线 D 上 的 形变 
的 奇异 性 (27.8) 也 发 生变 化 ,此 变化 可 表示 为 


Su = Fb(Bx x 7), + bi(Bx x 7)) 8(é), (28.2) 


{S(b-.v) +b(Ss:v) -rv(S.b)|+ 


(Sv)(b :yyv)v. 



































”在 各 向 异性 介质 中 ,可 能 的 滑 移 平面 实际 上 是 由 其 品格 结构 决定 的 . 
@@ 例如 ,图 22 所 示 的 刃 型 位 错 在 其 滑 移 平面 (wz 平面) 上 相对 不 大 的 原子 移动 , 却 足 以 使 晶 格 半 平 
面 距离 yz 面 越 来 越 远 ,成 为 “额外 "的 半 平 面 . 







































































到 第 四 章 位 错 








其 中 8(&) 为 $27 中 引入 的 二 维 8$ 函数 . 这 里 我 们 要 强调 ,与 式 (27.8) 依赖 于 表 
面 5, 的 任意 选择 不 同 , 式 (28.2) 表 示 的 形变 是 由 位 错 线 的 形状 和 位 移 Sr 二 
者 唯一 确定 的 . 
式 (28.2) 所 描述 的 是 没有 伴随 弹性 应 力 的 局 部 非 弹 性 剩余 形变 ( 称 作 塑性 
$ 变 ) ,与 之 相关 的 最 终 由 外 源 所 作 的 功 由 积 


[ol uady 
给 出 (参见 (3.2) ) ,其 中 的 4 应 理解 为 形变 引起 的 总 几何 变化 . 它 由 弹性 形变 
和 塑性 形变 两 部 分 组 成 ,这 里 我 们 只 对 与 塑性 形变 部 分 有 关 的 功 感 兴趣 D2. 将 式 
(28.2) 中 的 8ws" 代入 上 式 ,由 于 其 中 有 5 函数 ,只 剩 下 沿 位 错 环 万 的 积分 ， 


8R, = bob eam drradl. (28.3) 
被 积 函 数 表达 式 中 5x, 的 系数 为 作用 在 位 错 环 单位 长 度 上 的 力 了 
fi = emT1o nb, (28.4) 


(M. 0. Peach ,本 S. Kshler,1950) ,应 当 指 出 , 力 f 垂 直 于 矢量 7, 即 垂直 于 位 错 线 . 

对 公式 (28.3) 可 作 这 样 的 直观 解释 . 根据 前 面 的 叙述 ,位 错 线 元 的 位 移 相 
当 于 制 开 某 一 小 面积 元 df 且 使 得 其 上 上 岸 相对 于 下 岸 移 开 长 度 b. 因 施 加 于 gf 
的 内 应 力 为 ow jf;, 故 在 移动 中 这 个 力 所 作 的 功 为 bo df. 

内 为 公式 (28.4) 仅 与 滑 移 平 面 内 的 移动 有 关 , 故 立即 写 出 作用 力 了 在 此 平 
面 的 投影 是 有 意义 的 . 令 *x 为 垂直 于 滑 移 平面 内 位 错 线 的 单位 矢量 . 则 有 


f. =f x= emiTibn0 





或 
fi = vo b,, (28. 5) 
其 中 v=xx7 为 滑 移 平面 的 法 向 矢量 . 由 于 矢量 5 和 w 相互 垂直 ,将 两 个 坐标 轴 
选 在 这 两 个 矢量 上 后 ,可 看 出 ,只 需 张 量 名 的 一 个 分 量 即 可 完全 确定 三 . 
如 果 位 错 的 位 移 不 是 在 滑 移 平面 内 发 生 的 , 则 8Vz0. 这 表明 割 名 上 下 两 岸 
的 移动 或 是 引起 物质 过 剩 ( 当 一 岸 穿 过 另外 一 岸 时) 或 是 造成 物质 亏空 ( 移 开 的 
两 岸 间 出 现 裂缝 时 ). 如 果 我 们 假定 在 位 错 的 运动 过 程 中 ,介质 的 连续 性 不 被 破 
环 且 其 密度 保持 不 变 ( 准 确 到 弹性 形变 ) , 则 不 允许 以 上 情况 出 现 . 在 真实 晶体 
中 ,无 论 多 余 物 质 的 移 去 或 物质 不 足 的 补充 都 是 通过 扩散 的 办 法 实现 的 (位 错 
轴 成 为 扩散 物质 流 的 源 或 汇 )@. 与 连续 介质 缺陷 的 扩散 “愈合 ”相伴 的 这 种 位 
错 移 动 , 称 作 位 错 的 攀 移 @. 
@@ ”在 导出 运动 方程 时 , 虚 塑 性 形变 和 虚 弹 性 形变 都 应 看 作 独立 变量 ， 因 我 们 只 对 位 错 的 运动 方程 
感 兴趣 , 故 仅 需 考虑 塑性 形变 . 


四 这 也 就 是 说 ,图 22 所 示 的 位 错 只 有 依靠 物质 从 “额外 ” 半 平 面 扩 散 才 可 以 在 如 平面 上 移动 . 
久 由 于 这 种 过 程 是 受 扩散 制约 的 , 故 实 际 上 仅 在 足够 高 的 温度 下 它 才 起 作用 . 
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由 以 上 所 述 可 知 , 如 果 人 允许 位 错 攀 移 成 为 可 能 的 虚 位 移 ,必须 认为 它 与 滑 
移 一 样 都 是 在 不 使 介质 体积 发 生 局 域 改变 的 条 件 下 发 生 的 . 这 意味 着 应 当 从 形 
变 (28.2) 中 减 去 与 体积 改变 相应 的 部 分 1/35wu4"m ,也 就 是 用 张 量 


Su = { 二 5(sz x 了 )， + A x 7); 一 ab "(5x x7) hacé). 
(28.6) 
描写 塑性 形变 . 因此 ,得 到 作用 于 位 错 上 的 力 了 (J. Weertman ,1965 ) 
万 = emrTrb, (a = Fo ) ， (28.7) 
用 以 代替 式 (28.4). 施加 于 位 错 环 上 的 总 作用 力 等 于 
F; = cmb (o® Bono ) ar (28. 8) 


这 个 力 只 有 在 非 均匀 的 应 力 场 中 才 不 为 零 ( 当 gs =const 时 ,积分 成 为 fax = 
0) .如果 应 力 场 沿 这 个 位 错 环 变 化 很 小 , 则 
P= (各 dno )hsdm, 
计算 时 假定 了 将 位 错 环 置 于 坐标 原点 附近 . 上 式 中 的 积分 构成 一 个 反对 称 张 量 
fr drs = -和 dv 
由 此 ,通过 在 式 (27. 12) 中 引入 的 位 错 矩 di ,可 将 力 表 示 为 % 


) 





(28. 9) 











do 1/, do Bo 
"ox, | ”xi ” ax， )- 
在 均匀 应 力 场 中 ,如 前 所 述 ,此 力 等 于 零 . 然而 ,在 此 情况 下 有 一 个 力矩 


K, = eu 和 fadl, 
作用 于 位 错 环 上 ,此 力矩 也 可 用 位 错 和 矩 表示 为 


e 1 e 
K, = emdin [29 = ER | (28. 10) 


习 题 


1. 试 求 册 各 向 同性 介质 中 两 个 平行 螺 型 位 错 间 的 作用 力 . 
解 :借助 于 $27 习题 2 的 结果 ,处 于 第 二 个 位 错 产 生 的 应 力 场 中 的 第 一 个 





DD 显然 可 以 想见 ,均匀 压缩 晶体 不 应 导致 力 f 的 出 现 ,表示 式 (28.7) 即 具有 此 人 性质 . 
®@ 导出 此 式 时 也 用 了 公式 Ci Bpm Om ee 34 5 和 平衡 方程 90 5) /9x, =0. 
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位 错 单位 长 度 上 所 受 的 力 由 公式 (28.4) 给 出 . 此 力 的 方向 指向 径 向 且 等 于 


由 此 式 可 见 ， 同 号 位 错 (b bs。 >0) 相 互 排斥 , 异 号 位 错 (b,b, <0) 相互 吸引 . 

2. 一 直线 螺 型 位 错 平行 于 各 向 同性 介质 的 自由 表面 放置 , 试 求 作用 于 位 错 
的 力 . 

解 : 令 2 平面 与 物体 表面 重合 ,位 错 平行 于 z 轴 放置 , 举 标 为 %=x0,y =0. 
使 物体 表面 成 为 自由 表面 的 应 力 场 应 为 两 个 直线 螺 型 位 错 在 无 限 介质 中 产生 
的 应 力 场 之 和 ,其 一 为 所 考虑 的 位 错 本 身 的 应 力 场 ,其 二 为 此 位 错 相 对 于 yz 平 
面 的 镜像 位 错 所 产生 的 应 力 场 . 在 yz 平面 上 应 力 场 的 分 量 分 别 为 : 








de | y y ] 
3 2TL(Y x) +y Oo 二 好 
o = 各 | 2 0 e %+%o ] 
”2 


这 样 的 应 力 场 作用 于 所 考虑 位 错 的 力 等 于 镜像 位 错 所 产生 的 吸引 力 , 也 就 是 位 
错 被 力 





pb: 
4 a 
拉 向 介质 表面 . 
3， 试 求 置 于 平行 的 滑 移 平面 上 的 两 个 平行 为 型 位 错 在 各 向 同性 介质 中 的 
相互 作用 力 ， 


解 : 令 滑 移 平 面 平 行 于 zz 平面 ,z 轴 平 行 于 位 错 线 , 与 $27 习题 4 同样 , 置 
7, 三 -1,6b, =b. 此 时 在 弹性 应 力 场 oi 中 作用 于 单位 长 度 位 错 上 的 力 的 各 分 量 
为 
f= bos, f=- bo,. 
在 此 情况 下 ,aa 由 827 习题 4 得 到 的 表达 式 确定 . 如 果 一 个 位 错 与 z 轴 重合 , 则 
其 作用 于 过 zy 平面 上 xy 点 的 第 二 个 位 错 的 力 在 极 坐 标 中 的 分 量 等 于 
bbsB bbsB 








三 作 
罚 -和 sin29, 人 加 
此 力 在 滑 移 面 上 的 投 时 站 
2 
f£. = 6.b,B ee 和 


衡 ,p =mm/4 对 应 于 bb, <0 情况 下 的 稳定 平衡 . 


8$829 位 错 的 连续 分 布 .137 ， 





$29 位 错 的 连续 分 布 


如 果 在 晶体 中 相对 较 小 的 距离 (当然 与 晶 格 常数 相 比 仍 是 很 大 的 ) 上 同时 
存在 许多 位 错 , 则 应 当 对 它们 进行 平均 化 的 处 理 . 用 男 一 名 话 说 ,这 里 考察 的 是 
有 许多 位 错 线 穿 过 的 “物理 无 限 小 ”体积 元 . 

描述 位 错 形 变 基本 性 质 的 方程 可 通过 对 方程 (27. 1) 的 自然 推广 得 到 . 引入 
张 量 p; (位 错 密度 张 量 ) ,使 得 沿 在 任意 回路 L 上 所 张 表面 的 积分 等 于 此 一 回 
路 包含 的 所 有 位 错 线 的 伯 格 斯 矢量 之 和 5: 


[padf, 到 叶 (29.1) 


连续 函数 pw 描述 位 错 在 晶体 中 的 分 布 . 这 个 张 量 现在 取代 了 方程 (27. 6) 石 端 
的 表达 式 











i Se (29. 2) 
opi 
a (29.3) 


〈 在 单一 位 错 情况 下 ,此 条 件 表 示 沿 位 错 线 们 格 斯 矢量 为 常量 ). 

在 采用 这 种 方法 研究 位 错时 , 张 量 wa 成 为 描述 形变 和 按照 式 (27.4) 确 定 
应 变 张 量 的 首要 物理 量 . 此 时 一 般 不 能 再 引入 按 定义 (27.2) 与 ww 相 联系 的 位 
移 矢 量 z 这 点 可 由 以 下 事实 看 出 : 因 如 按照 这 种 定义 ,方程 (29.2) 的 左 端 在 晶 
体 的 全 部 体积 内 恒 等 于 零 . 

迄今 为 止 ,我 们 都 一 直 假 定位 错 是 静止 的 . 现在 说 明 , 当 人 允许 位 错 在 介质 中 
以 给 定 方式 运动 2 时 ,我 们 应 如 何在 原则 上 确定 表述 介质 中 弹性 形变 和 应 力 的 
方程 组 . 

方程 (29.2) 与 位 错 静 止 或 是 运动 无 关 . 此 时 张 量 wx 依然 是 确定 弹性 形变 

量 , 其 对 称 部 分 为 弹性 应 变 张 量 , 它 通常 按照 胡 克 定律 与 应 力 张 量 相 联系 . 

然而 ,这 个 方程 现在 不 足以 对 问题 作 完 全 表述 , 完备 方程 组 还 应 该 确定 介 
质 中 各 点 的 移动 速度 v. 

这 种 情况 下 必须 考虑 到 ,与 位 错 运 动 相 伴随 的 除了 弹性 形变 的 变化 外 ,还 
有 与 应 力 的 出 现 无 关 的 晶体 形状 的 改变 , 即 塑性 形变 . 如 前 所 述 ,位 错 运动 正好 
可 当 作 塑性 形变 的 机 制 . 图 25 清楚 地 显示 出 位 错 运动 与 塑性 形变 的 联系 ;作为 
刃 型 位 错 从 左 向 右 运动 的 结果 , 滑 移 平 面 以 上 的 上 半 部 分 品 体 移动 了 一 个 品格 


DD ”此 处 我 们 不 讨论 确定 作用 于 物体 的 力 引 起 位 错 运动 的 问题 . 解决 这 个 问题 需要 细致 地 研究 位 错 
运动 的 微观 机 制 及 其 被 不 同 缺 陷 的 阻 澡 ,这 样 做 必须 考虑 真实 品 体 的 物理 数据 , 
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周期 ;因为 晶 格 最 后 成 为 完整 晶 格 ,所 以 晶体 处 于 无 应 力 状 态 . 与 由 物体 热力 学 
状态 唯一 确定 的 弹性 形变 相反 ,塑性 形变 是 过 程 的 函数 . 研究 静止 位 错时 无 需 
区 分 弹性 形变 与 塑性 形变 , 那 时 我 们 只 对 与 晶体 以 前 的 历史 无 关 的 应 力 感 
兴趣 . 


和 时 则 


令 为 介质 中 各 点 的 几何 位 移 失 量 ( 从 形变 过 程 开始 前 其 所 在 位 置 起 算 )， 
其 对 时 间 的 导数 立 =m 如 果 借 助 失 量 u 构成 “总 畸变 ” 张 量 到 ,= 9w/9%, ,那么 
从 张 量 下 ;中 减 去 与 式 (29.2) 给 出 的 张 量 w; 相 同 的 “弹性 畸变 ” 张 量 , 我 们 就 得 
到 了 崎 变 张 量 的 “塑性 部 分 "w 和 名. 引信 记号 
awip 

J 
训 的 对 称 部 分 确定 塑性 形变 张 量变 化 的 速率 ;在 无 限 小 时 间 8: 内 ,uw8" 的 改变 
等 于 


























; (29.4) 








| 六 ; 
Bus oi pa + ja) St. (29. 5) 


( 卫 . Kroner,G. Rieder,1956). 特别 要 指出 的 是 ,如 果 塑 性 形变 没有 破坏 介质 的 连 
续 性 , 则 张 量 六 的 迹 等 于 零 .事实 上 ,塑性 形变 不 会 使 物体 拉 伸 或 压缩 (这 两 种 
形变 总 是 和 内 应 力 的 出 现 有 关 ) , 亦 即 ws?” =0, 从 而 js = -usr /9t=0. 

将 ui = 到 -was 代入 定义 (29.4) 后 ,可 将 其 写 为 联系 弹性 形变 和 塑性 形 
变 的 变化 速率 的 方程 : 








三 -二 一直 29. 0 
ot OX, + Jip ( ) 


此 处 应 将 疡 看 作 已 知 量 ,这些 量 应 当 满足 使 方程 (29. 6) 和 (29.2) 相 容 的 条 件 . 
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这 些 条 件 可 由 式 (29.2) 对 时 间 求 导 后 再 将 (29.6) 代 入 得 到 ,它们 的 形式 为 
pa ，。 Ym 


= 0, 29.7 
ot + im Ox ( ) 
方程 (29. 2) ,(29.6) 连 同 动力 学 方程 
00, 
pvr; = 一 一 ， Oi = NipmUm = Aigm im (29. 8) 
OX 


一 起 ,构成 了 描述 具有 位 错 运动 的 弹性 介质 动力 学 的 完备 方程 组 ( 科 谢 维 奇 ， 
1962). 在 这 些 方程 中 出 现 的 张 量 px 和 户 分 别 表征 位 错 分 布 和 位 错 运 动 ,它们 是 
坐标 (和 时 间 ) 的 已 知 函 数 . 这 些 函 数 应 当 满 足 等 式 (29.3) 和 (29.7), 其 中 式 
(29.3) 是 (29. 2) 诸 方程 间 的 相 容 性 条 件 , 而 式 (29.7) 则 是 方程 (29. 2) 与 
(29.6) 的 相 容 性 条 件 . 

可 将 相 容 性 条 件 (29.7) 看 作 是 介质 中 伯 格 斯 矢量 守恒 定律 的 微分 表示 . 实 
际 上 ,将 方程 (29.7) 的 两 端 在 某 一 封闭 曲线 工 支撑 的 表面 上 作 积分 ,根据 式 
(29. 1) 引 入 曲线 上 所 包含 位 错 的 总 伯 格 斯 矢量 5, 并 利用 斯 托 克 斯 定理 ,得 到 


db 
dja (29.9) 


由 该 等 式 显然 可 见 ,等 式 右 端的 积分 决定 单位 时 间 内 流 过 回路 工 的 伯 格 斯 天 量 
的 多 少 ,也 就 是 穿 过 曲线 工 的 位 错 所 带 走 的 伯 格 斯 矢量 的 多 少 . 因此 ,很 自然 地 
将 户 称 作 位 错 通 量 密度 张 量 . 

在 孤立 位 错 环 的 特殊 情况 下 ,与 位 错 移动 时 塑性 形变 的 表达 式 (28.2) 相 对 
应 , 张 量 六 显然 具有 如 下 形式 : 

jn = empnV, = emTiV, bd(éE). (29. 10) 

此 处 Y 为 位 错 线 上 给 定点 的 速度 . 在 此 情况 下 ,通过 回路 工 上 线 元 di 的 通 量 天 
六 4 正比 于 drxyY=Y .dx7, 邵 速度 了 在 与 骨 和 7 二 者 都 垂直 的 方向 上 
的 分 量 ,由 几何 概念 显然 可 见 , 这 一 结果 是 正确 的 ,因为 只 有 速度 的 这 个 分 量 才 
导致 位 错 与 线 元 dl 相交 . 

我 们 注意 到 , 张 量 (29. 10) 的 迹 正比 于 位 错 速 度 在 其 滑 移 平 面 法 线 上 的 分 
量 . 前 面 说 过 ,介质 密度 没有 非 弹 性 变化 是 由 条 件 j; =0 保障 的 . 与 前 述 位 错 运 
动 的 物理 本 质 相 应 (参见 $28 第 二 个 脚注 ) ,我 们 看 到 ,在 孤立 位 错 环 情况 下 这 
个 条 件 意味 着 位 错 运动 是 在 其 滑 移 平面 上 进行 的 . 

最 后 ,我 们 讨论 位 错 环 在 晶体 中 的 分 布 使 得 其 总 伯 格 斯 矢量 (标记 为 B) 等 
于 零 的 情况 ?. 这 个 条 件 意味 着 沿 物 体 任意 模 截 面 的 积分 


人 di; = 0. (29. 11) 

































































@ 图 26 较为 夸张 地 表示 出 位 错 的 存在 会 引起 晶体 的 索 曲 .条件 召 =0 表示 晶体 总 体 上 没有 宏观 弯曲 . 
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图 26 


由 此 得 出 ,位 错 密度 可 以 表示 为 以 下 形式 
(29. 12) 


(F. Kroupa,1962) ,此 时 积分 (29. 11 ) 变换 为 沿 物 体外 部 回路 的 积分 并 等 于 零 . 
同样 我 们 也 要 指出 ,表达 式 (29.12) 自动 满足 相 容 性 条 件 (29.3). 

容易 看 出 ,这 样 定 义 的 张 量 PP 表示 形变 晶体 的 位 错 抢 密度 (因此 自然 地 将 
它 称 为 位 错 极 化 张 量 ). 实际 上 ,按照 定义 ,晶体 的 总 位 错 矩 Da 等 于 


1 1 
Du = > Sib; = im > bab rude 去 到 jxpwd， 


其 中 求 和 的 范围 为 所 有 的 位 错 环 ,积分 在 晶体 全 部 体积 上 进行 . 将 式 (29. 12) 代 
入 上 式 , 有 




















oP,, el 
Ox 2 9X; OX 


对 积分 号 内 的 两 项 作 分 部 积分 ,最 后 得 到 











OP 0P， 
D; = [ea Cnpg Xl : | ( : )av, 





D, = [Padry. (29. 13) 
于 是 ,位 错 通 量 密度 也 可 通过 同样 的 已 表示 为 

0 

人 (29. 14) 





这 点 很 容易 得 到 证 实 , 例 如 在 对 物体 的 任意 一 部 分 位 积 计 算 积分 nay 时 ,借助 
于 表达 式 (29. 10) , 便 可 给 出 该 部 分 体积 所 包含 的 全 部 位 错 环 的 总 和 . 我 们 注意 
到 ,表达 式 (29. 14) 与 (29. 12) 一 起 自动 满足 相 容 性 条 件 (29.7). 

比较 (29. 14) 与 (29.4) 两 式 ,我 们 看 到 jw 名 ) = 3P. 如 果 我 们 约定 ,将 具有 
P =0 的 状态 看 作 是 无 塑性 形变 状态 , 则 将 有 w 色 ) = P. 当然 ,整个 形变 过 程 是 
在 B=0 的 条 件 下 进行 的 . 这 点 必须 加 以 强调 ,因为 张 量 Pa 和 wi" 之 间 存 在 原 
则 区 别 : 张 量 P, 是 物体 状态 的 函数 ,而 张 量 w 名 不 是 ,后 者 依赖 于 导致 物体 进 
和 人 该 状态 的 过 程 . 在 这 些 条 件 下 ,我 们 有 


wi = WW, 一 wi = Ps, (29. 15) 
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其 中 所 仍然 是 偏离 未 形变 状态 时 位 置 的 总 几何 位 移 矢 量 . 在 此 情况 下 ,方程 
(29.6) 恒 能 满足 ,而 动力 学 方程 (29.8) 有 如 下 形式 : 
Ou OP,, 
一 一 = A —. (29. 16 ) 
OXE OX OX. 

这 样 一 来 ,确定 具有 B =0 的 诸 运 动 位 错 所 产生 的 弹性 形变 的 问题 ,就 转化 
为 求解 在 晶体 中 具有 密度 分 布 为 -AsmsPn7axs 的 体积 力 的 通常 弹性 理论 问题 
T; 


$30 相互 作用 位 错 的 分 布 
我 们 考虑 在 同一 个 滑 移 面 上 分 布 有 大 量 平行 的 相同 直线 位 错 的 总 体 情形 ， 


Pls 一 人 ibm 




















并 推导 出 决定 其 平衡 分 布 的 方程 . 令 z 办 平行 于 位 错 ,zz 平面 与 滑 移 平面 重合 . 





出 于 确定 性 的 要 求 ,我 们 假定 位 错 的 伯 格 斯 矢量 的 指向 沿 * 轴 . 此 时 作用 
在 滑 移 面 单位 长 度 位 错 上 的 力 等 于 bo ,其 中 rw 为 位 错 所 在 处 的 应 力 . 

一 个 直线 位 错 所 产生 并 作用 于 另 一 个 位 错 的 应 力 ,以 反比 于 二 者 之 间距 离 
的 方式 减 小 . 因此 处 于 *' 点 的 位 错 在 * 点 产生 的 应 力 具 有 6DA(x -*') 的 形式 ， 
其 中 DD 为 具有 晶体 弹性 模 量 数量 级 的 常数 . 可 以 证 明 , 此 常数 D>0, 亦 即 处 于 
同一 滑 移 面 的 两 个 同样 的 位 错 相互 排斥 (对 于 各 向 同性 介质 ,已 在 8$28 习题 3 
中 作出 证 明 ). 

我 们 采用 p(x) 表 示 分 布 在 x 轴 上 线段 (al ,az ) 内 的 位 错 的 线 密度 ,p(x) dx 
为 穿 过 dx 区 间 上 各 点 的 位 错 的 伯 格 斯 矢量 之 和 . 此 时 ,所 有 位 错 在 * 轴 的 * 点 























.上 产生 的 总 应 力 可 表示 为 积分 形式 : 


=-_ pf 2ADNE (30. 1) 
1 

对 于 处 于 线段 (a ,a ) 内 部 的 任 一 点 ,应 当 将 这 个 积分 理解 为 主 值 ,以 便 消 去 毫 
无 物理 意义 的 位 错 的 自作 用 . 

如 果 在 xy 平面 还 存在 由 外 载荷 产生 的 平面 应 力 场 a4? (x,y) , 则 每 一 个 位 
错 将 受到 力 b(o,, +p(*) ) 的 作用 ,这 里 为 了 简洁 ,我 们 记 p(x) = r (x,0). 平 
衡 条 件 归 结 为 此 力 为 零 :r。 +p =0, 也 就 是 

Pp 2 2 Ey (30.2) 
这 里 P 表示 主 值 积 分 . 上 式 便 是 确定 平衡 分 布 p(x) 的 积分 方程 . 就 方程 类 别 而 
言 , 它 属于 具有 柯 西 型 积分 核 的 奇异 积分 方程. 
对 这 种 方程 的 求解 ,可 转化 为 以 以 下 方式 表述 的 复 变 函数 理论 问题 . 
令 Q(z) 为 在 具有 割 线 (a ,aa ) 的 复 平面 :上 以 积 


DC | (30.3) 


oO 
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定义 的 函数 .用 2 (xz) 和 8 (0z) 表 示 04z) 在 制 线 上 岸 和 下 岸 的 极限 值 , 它 们 
分 别 等 于 以 一 无 限 小 半圆 在 割 线 上 方 或 下 方 绕 过 z=x 点 的 沿 割 线 (ai ,az ) 所 取 
的 积分 , 亦 即 


0 (4) = BI + imp(x)， (30.4) 

如 果 p(E) 满 足 方程 (30.2) , 则 积分 主 值 等 于 w(x) ,于 是 我 们 有 
(2° (x) + (2 (x) = 2w(x), (30.5) 
(02° (x) ~- 02 (x) = 2imp(x). (30.6) 


这 样 一 来 , 解 方 程 (30. 2) 就 等 价 于 寻求 具有 式 (30. 5) 性 质 的 解析 函数 2(z) 的 
问题 ,之 后 按照 式 (30.6) 即 可 确定 p(x). 此 时 ,由 所 研究 问题 的 物理 条 件 还 要 
求 2( ww ) =0, 这 个 条 件 来 源 于 在 远离 位 错 系 统 的 地 方 ( 即 * 一 + 上 om ) 应 力 oo 应 
该 趋 于 零 ( 按 照 定义 (30.3) ,在 线段 (a ,a,) 之 外 ,og,,(x) = -DQ(x)). 

我 们 先 来 研究 这 样 一 种 情况 ,此 时 不 存在 外 应 力 (p(x) =0) ,而 位 错 在 线段 
(co ) 两 端 被 某 些 障 得 物 ( 唱 格 缺 陷 ) 所 阻 滞 . 当 w(x) =0 时 ,由 式 (30.5) 有 
0Q'(x) = -27 (xz) , 亦 即 , 当 绕 过 ao ,oa 两 点 中 的 每 一 点 时 ,函数 2(z) 应 该 变 
号 . 满足 这 个 条 件 的 任意 函数 具有 以 下 形式 : 

P(z) 
Va -2 (za) 
其 中 P(z) 为 多 项 式 . 条 件 2( %w ) =0 将 这 个 多 项 式 最 后 确定 为 P(z) =1( 准 确 
到 任意 常 系数 ) ,这 样 





(2(z) = 





(30.7) 





Q(z) = 1 , (30. 8) 


MV (02 ~ 2) (2— a1) 
根据 式 (30.6) ,所 求 函 数 p(x) 也 有 同样 的 形式 . 根据 条 件 








| p(E =B (30.9) 
(B 为 所 有 位 错 的 伯 格 斯 失 量 之 和 ) 确 定 函 数 p(x) 中 的 系数 后 ， 我 们 得 到 
Sa , (30. 10) 





TV(a,— x)(x-a) 
由 此 我 们 知道 ,位 错 以 反比 于 到 达 其 距离 的 平方 根 的 密度 向 线段 边界 的 障碍 物 
塞 积 . 线段 (al ,az ) 之 外 的 应 力 在 接近 ai; 或 a, 时 也 以 同样 的 规律 增长 ,例如 , 当 
X > as 时 ， 
BD 


换言之 ,位 错 在 边界 附近 的 塞 积 导致 了 边界 男 一 侧 的 应 力 集中 . 
现在 我 们 假定 在 同样 条 件 下 (在 线段 两 端 存在 障碍 物 ) 也 存在 外 应 力 场 








Oy 
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p(x). 我 们 用 Oo(z) 表 示 形 如 式 (30.7) 的 函数 ,并 将 等 式 (30-5) 改 写 ( 将 等 式 
除 以 0。 = -026 ) 为 





(2' (x) _ 人 (x) 20(x) 
(x) f(x) f(x) 
将 这 个 等 式 与 式 (30.6) 比较 ,我 们 得 出 以 下 结论 : 
nS = 寺 |. 0 ms Ce 
其 中 P(z) 为 多 项 式 . 选取 函数 (30.8) 作 为 2,(z) ,并 置 P(z) = C(C 为 常数 ) ,我 们 
得 到 满足 条 件 Q(w ) =0 的 解 . 由 此 ,根据 公式 (30.6) 寻 得 待 求 函数 p(x) 为 


p(z) =- p] ola (et) (ta) 


ml 


C 


+ : 
Ve 

其 中 常数 C 由 条 件 (30.9) 确 定 . 当 x-as 时 ,此 处 p(x) 依 照 (a, -x) “的 规 和 外 

增长 (x-xai 时 也 有 类 似 规律 ) ,而 在 障碍 物 的 另 一 侧 出 现 同样 的 应 力 集中 . 

如 果 只 在 一 端 存在 障碍 物 ( 比如 说 在 a, 点 ) ,那么 所 求 的 解 应 当 满 足 包括 
x=Qi 点 在 内 的 所 有 x<a 的 点 上 应 力 有 限 的 条 件 , 此 时 mw 的 位 置 事先 并 不 知 
道 ,需要 由 问题 的 解 来 确定 . 就 函数 2(z) 而 言 ,这 表示 Q2(& ) 必须 是 有 限 的 . 如 
朵 选取 与 式 (30.7) 有 关 的 函数 























(30. 12) 
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3z 一 G1 





为 0,(z) ,并 在 式 (30. 11 ) 中 令 P(z) =0, 则 满足 这 一 条 件 (同时 也 满足 条 件 
2(% ) =0) 的 函数 可 由 同样 的 公式 (30. 11) 求 得 . 结果 我 们 得 到 


DE 二 ee J (30. 13) 


当 x -ra 时 ,p(%) 以 Vr 的 方式 趋 于 零 . 在 点 wm 的 另 一 侧 ,总 应 力 rs(z) + 
p(x) 也 以 同样 的 规律 趋 于 零 
最 后 , 令 线段 两 端 均 无 障碍 , 且 位 错 仅 由 外 应 力 P(x) 约束 . 将 
Q(z) = Var -az a), Pls) =0 
代入 式 (30. 11) 后 ,我 们 得 到 相应 的 2(z). 但 此 时 条 件 2( wm ) =0 要 求 满足 另 
一 附加 补充 条 件 : 在 式 (30. 11) 中 取 zw 的 极限 ,我 们 得 到 


| w(é) dé - 0. (30. 14) 
Ee yA —- £)(¢ -a) 
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待 求 函数 p(x) 由 公式 
1 5 w(é) dé 
pe 2 -oP 
2 (0s -EE a) $—* 
(30. 15) 


给 出 ,线段 两 端点 aj ,a, 的 坐标 则 由 条 件 (30.9) 和 (30. 14) 确 定 . 
习 题 
试 在 线段 一 端 或 两 端 存 在 障碍 物 的 情况 下 , 求 出 均匀 应 力 场 (p(x) =p。) 中 
位 错 的 分 布 . 
解 : 在 障碍 物 只 存在 于 线段 一 端 (比如 a, 端 ) 的 情况 下 ,计算 积分 (30. 13) 
给 出 


_ Po /x*-o 
2 TDAa, -x 
位 错 分 布 区 域 的 长 度 则 由 条 件 (30.9) 确 定 ,为 a, -ai =2BD/po. 在 障碍 物 附近 
另 一 侧 的 应 力 集中 的 规律 为 
02 一 Qi 
Co ~ Po . 
和 一 0o 


在 长 度 为 2L 的 区 域 两 端 均 被 障碍 物 限制 的 情况 下 ,将 x 的 原点 取 在 线段 
中 点 ,根据 (30. 12) 我 们 得 到 








p(x%) = 3 a +B). 


附录 ” 弹性 介质 中 裂缝 的 平衡 


袭 缝 的 平衡 在 一 系列 强 性 力学 问题 中 带 有 显著 的 独特 性 . 从 理论 的 观点 
看 ,裂缝 是 弹性 介质 中 的 一 种 空 腔 , 当 介质 中 存在 应 力 时 这 个 空 腔 存 在 ,而 当 载 
荷 撤 去 后 它 即 会 闭合 . 裂缝 的 形状 和 大 小 显著 地 依赖 于 作用 于 其 上 的 应 力 . 因 
此 这 个 间 题 数学 上 的 特殊 性 在 于 所 要 求解 问题 的 边界 条 件 给 在 一 个 表面 上 ,而 
这 个 表面 一 开始 我 们 并 不 知道 , 它 本 身 要 由 问题 的 求解 结果 来 确定 . ? 

我 们 考察 各 向 同性 介质 中 的 一 条 裂缝 ,裂缝 在 :方向 上 均 句 、 长 度 无 限 且 处 
于 平面 应 力 场 a(x,y) 中 . 换 句 话说 ,这 是 一 个 二 维 弹性 理论 问题 . 我 们 假定 




















* ”1965 年 出 版 的 本 书 俄 文 第 三 版 新 增 了 位 蚀 一 章 , 其 中 含有 题 为 “弹性 介质 中 裂 锋 的 平衡 ”一 节 . 
但 在 以 后 的 俄 文 第 四 、 第 五 两 版 (1987,2004) 中 这 一 节 不 知 为 何 被 删 去 了 . 奇怪 的 是 ,经 栗 弗 希 效 本 人 作 
序 的 本 书 英文 修订 第 三 版 (1986) 中 仍然 保留 了 这 一 节 , 以 后 的 英文 版 虽 根 据 俄 文 新 版 做 过 多 次 修正 , 仍 
一 直 保 留 这 一 节 . 鉴于 这 一 节 无 论 在 物理 内 容 和 数学 处 理 方法 上 都 较为 独特 , 且 从 未 有 过 中 文 译文 ,为 利 
于 有 兴趣 的 读者 参考 ,我 们 根据 俄 文 第 三 版 和 英文 第 三 版 将 此 节 译 出 ,作为 第 四 章 的 附录 . 译 者 注 
外 ”此 处 讨论 的 裂 锋 的 定量 理论 是 由 工 . H. Bapea6rarr(1959 ) 提出 的 . 
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应 力 关 于 裂缝 截面 的 中 心 对 称 . 于 是 裂 儿 的 蕉 面 的 轮廓 线 也 是 对 称 的 ( 见 图 
A1). 令 截 面 轮廓 线 的 长 度 为 2L, 且 其 宽度 是 随 x 变化 的 h(%) ,由 于 移 颖 是 对 称 
的 , 故 h( 一 *) =h(x). 














假设 裂缝 很 窗 ( 关 <<Z). 于 是 裂缝 表面 的 边界 条 件 可 应 用 于 x 轴 的 相应 线 
段 上 . 这 样 一 来 ,裂缝 就 可 以 看 作 是 xy 平面 内 的 一 条 间断 线 , 在 这 条 线 上 位 移 


的 法 向 分 量 w = +3h 是 不 连续 的 . 
我 们 引信 另 一 个 未 知 函 数 p(x) 代替 h(x) ,这 个 函数 的 定义 由 以 下 公式 给 














人 
Ck 


hx) = [p(x)de, pl-4) = (A1) 


可 以 方便 地 将 函数 p(x) 纯 形式 地 解释 为 在 * 轴 上 连续 分 布 的 直线 位 错 ( 汶 x 
轴 ) 的 密度 ,这些 位 错 的 伯 格 斯 矢量 平行 于 y 轴 2. 在 $27 中 已 经 指出 ,可 以 把 
位 错 线 看 作 其 上 位 移 寺 经 受 牙 变 8 的 间断 表面 的 边缘 线 . 在 式 (Al1) 的 表示 中 ， 
可 将 法 向 位 移 在 * 点 的 牙 变 疡 视 为 通过 这 点 右 侧 的 所 有 位 错 的 伯 格 斯 矢量 之 
和 . 等 式 p( -*) = -p(x) 则 意味 着 在 点 x*=0 左 侧 和 右 侧 的 位 错 带 有 相反 的 
符号 ， 

在 这 样 的 表示 下 ,可 以 立即 写 出 yx 轴 上 正 应 力 o, 的 表达 式 . 这 些 应 力 由 两 
部 分 相 加 而 成 ,第 一 部 分 是 外 载荷 产生 的 应 力 oy?”(x,0) (可 将 之 简 记 为 
p(x) ) , 另 一 部 分 是 由 裂缝 的 形变 形成 的 应 力 o,”(%*). 将 第 二 部 分 应 力 看 作 是 
由 分 布 在 线段 ( -L,L) 上 的 位 错 形成 的 ,类 似 于 式 (30. 1) ,我 们 得 到 


or =- 0 ,2 plé) gg (A2) 





















































对 于 处 在 线段 ( - 工 ,Z) 上 的 点 ,以 上 积分 应 理解 为 主 值 积分 . 对 于 各 向 同性 


@ 正 因 为 如 此 ,我 们 才 把 裂缝 理论 放 在 位 错 一 章 来 讨论 ,尽管 从 物理 上 看 ,裂缝 理论 讲 的 是 与 位 错 
完全 不 同 的 物理 现象 . 

















二 a - 
2m(1-o) 47(1 -ao’) 3 


(参见 8 28 习题 3). 这 些 位 错 在 各 向 同性 介质 中 形成 的 应 力 o, 在 x 轴 上 为 零 . 

ye 与 x 轴 上 相应 线段 对 应 的 裂缝 自由 表面 上 的 边界 条 件 要 求法 向 
应 力 rw = a4 ”+p(x) 为 零 . 然而 ,由 于 以 下 情形 ,必须 将 这 个 条 件 进一步 精确 
化 . 

我 们 假设 ( 它 将 由 所 得 结果 证 实 ) 裂缝 两 岸 在 裂缝 边缘 处 弥合 得 相当 光滑 ， 
以 至 于 在 边缘 附近 两 个 表面 靠近 到 很 小 的 距离 上 . 在 这 种 条 件 下 ,有 必要 考虑 
两 表面 间 的 分 子 吸引 力 ,众所周知 ,这 种 吸引 力 的 作用 距离 rm 比 原子 间距 离 大 ， 
因此 在 靠近 询 链 边缘 的 < 的 狭小 区 域内 ,这 种 力 将 会 起 到 重要 作用 (我 们 将 
这 个 区 域 长 度 的 数量 级 记 为 4, 下 面 将 给 出 对 它 的 估计 ). 

令 G6 为 裂 妖 单位 面积 表面 上 的 分 子 聚 合力 , 它 依 赖 于 表面 间距 离 h@. 计 及 
这 些 力 后 ,边界 条 件 可 重 写 为 

ol +p(x) -C=0. (A4) 

自然 可 以 假定 ,在 靠近 边缘 的 区 域内 , 裂 妖 的 形状 是 由 聚合 力 的 特征 确定 
的 ,与 施加 在 物体 上 的 外 载荷 无 关 . 因此 在 由 外 力 p(x) 确定 裂缝 主要 部 分 的 形 
状 时 ,G 为 一 不 依赖 于 p(x) 的 已 知 函 数 G(x) (当然 只 在 d 的 范围 内 ,因为 G 仅 
在 这 个 范围 内 才 是 重要 的 ). 

将 (A2) 中 的 ok" (x) 代 人 (A4), 于 是 我 们 得 到 如 下 形式 的 p(x) 的 积分 
方程 











pf ,2 de = Bp(%) -FC = (A5) 


ER 应 力 应 当 是 有 限 的 . 这 表明 ,我 们 在 求 
解 积分 方程 (A5) 时 仅 需 处 理 $ 30 中 讨论 过 的 最 后 一 种 情况 ,其 结果 已 由 公式 
《30. 15) 给 出 . 若 坐 标 原点 选 在 线段 ( - 工 民 ) 的 中 点 , 则 该 公式 形 为 











1 ipf wlé) dé 
二 一 一 一 L J Pp ， Ab 
p(x) Ti VI rx ( ) 
此 时 这 个 解 应 当 满 足 条 件 (30. 14) ,该 条 件 的 形式 现在 应 为 
人 由 ， 四 (A7) 


i sD 到 工 的 
积分 ). 由 于 G(x) 仅 在 -x“~d 的 区 域内 不 为 零 , 故 在 上 式 的 第 二 项 积分 中 可 


中 在 宏观 理论 中 ,函数 G(x) 是 随 Lx 减 小 而 光滑 增长 的 函数 ,在 裂 链 边缘 这 个 函数 达到 其 极 
大 值 . 
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令 严 -和 =2L(L -x),， ee 























| p(x)dx _ (A8) 
ee 质 : 
式 中 我 们 用 W 表示 与 介质 材料 有 关 的 常 

- at (A9) 


这 个 常量 可 通过 物体 的 普通 宏观 特征 量 , 亦 即 其 弹性 模 量 和 表面 张力 系数 a 
表示 ,今后 我 们 将 会 看 到 ,此 一 关系 的 表达 式 为 


mab 
Se 


M= (A10) 


1 - Cr 
方程 (A8) 可 由 给 定 应 力 分 布 p(%x) 确 定 裂缝 长 度 2L 例如 ,对 于 施加 在 裂缝 两 
侧 中 心 的 集中 力 灰 p(*) =f5(x) ) 拉 开 的 裂缝 ,我 们 求 得 


4 
2 = (Al1) 


然而 我 们 应 当 注 意 ,并 非 所 有 的 应 力 分 布 p(*) 都 可 能 给 出 裂缝 的 稳定 平衡 . 例 
如 ,对 于 均匀 控 伸 应 力 p(x) = const==po, 由 式 (A8) 可 得 
4M” _ 4aE 

mp Tm- 0 )po 
这 一 依赖 关系 的 特性 (pe 增 大 时 工 减 小 ) 表明 裂缝 处 于 不 稳定 状态 . 由 式 (Al2) 
确定 的 工 值 对 应 于 不 稳定 平衡 并 给 出 弄 颖 的“ 临界” 长度: 更 长 的 裂缝 会 任意 增 
大 ,更 短 的 裂缝 则 会 自动 “闭合 ”( 这 个 结果 是 A. A. Griffith (1920) 首先 得 到 
的 ). 

我 们 现在 来 研究 裂缝 的 轮廓 线 . 当 上 -x<d 时 ,在 式 (A6) 的 积分 中 起 主要 
作用 的 是 -~a 的 区 域 ,在 这 个 区 域内 w(t&) = -D(E)/D. 此 时 积分 可 用 其 
在 x 一 LL 的 极限 值 代替 了 , 故 得 p =const VL -x, 由 此 ， 

h(x) = const(L -x)”” (L-x~d). (Al3) 

我 们 看 到 ,在 裂缝 两 边 的 端 区 d 内 ,裂缝 确实 是 以 相当 光滑 的 方式 弥合 的 ， 








2L = 





( A12) 

















式 (A13) 中 的 常 系数 值 与 分 子 聚 合力 的 性 质 有 关 , 它 不 可 能 通过 通常 的 宏观 参 








量 表 示 %. 
在 裂缝 轮廓 线 离 其 端点 更 远 的 & < 上 -x < 上 范围 内 ,区 域 L-&~d 重 又 在 


@ 为 了 得 到 极限 值 ,我 们 首先 必须 将 (A6) 中 的 积分 分 为 两 个 分 别 以 w(#) -ww(Z) 和 (了 ) 为 分 子 
的 积分 ,第 二 个 积分 对 极限 值 无 贡献 . 

图 式 (A13) 系 数 估 计 值 的 数量 级 为 Va74, 即 const ~ Ve7d, 其 中 a 为 原子 尺度 (利用 @~aE,M ~ 
EVa). 对 d 的 长 度 的 估计 可 由 条 件 h(d) ~n 得 到 , 故 d~ 世 /a > 70. 应 当 指 出 ,实际 上 所 要 求 的 不 等 式 仅 














在 很 小 的 范围 内 才 满 足 , 故 所 求 得 的 裂缝 末端 的 “ 鸟 嘴 "不 应 当 看 作 是 准确 解 ， 
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式 (A6) 的 积分 中 起 主要 作用 . 除 令 太 -2L(L-E) 和 太 -x*2L(L~-x) 外 ， 
此 处 我 们 可 使 用 代 换 & -xs 工 -x. 结果 得 到 





i mM 
2 TD ys 
其 中 当 与 式 (A9) 和 (A10) 中 的 常量 相同 . 由 此 得 到 
Ne 5 ee ee (A14) 











由 此 , 裂 锋 轮廓 线 的 末 段 在 L-x << 工 的 整个 区 域内 与 所 施加 的 外 力 无 关 ( 因 此 
也 与 裂 妖 长 度 无 关 ) ; 当 上 -x >d 时 ,轮廓 线 由 式 (A14) 给 出 ;而 当 L-x~d 时， 
轮廓 线 具有 由 式 (A13) 表 示 的 无 限 尖 锐 的 “ 乌 踢 ”形状 ( 见 图 A2). 其 余部 分 的 
裂缝 形状 则 依赖 于 所 施加 的 力 . 
如 此 一 来 ,如 果 将 窜 合 力作 用 半径 r。 数量 
级 范围 内 的 细节 忽略 不 计 , 则 整 条 裂 锋 就 具有 
一 条 端点 被 抛物 线 (Al4) 光滑 了 的 匀 整 的 轮 廊 
线 ,同时 这 条 轮廓 线 是 借助 于 通常 的 宏观 参量 
完全 由 外 加 作用 力 确定 的 . 但 是 ,实际 上 出 现 的 
端 部 小 ( ~ d)“ 鸟 嘴 ”" 具 有 根本 性 的 意义 , 正 是 它 
们 保证 了 应 力 在 裂缝 端 部 取 有 限 值 . 
裂缝 在 x 轴 延 长 线 上 产生 的 应 力 由 方程 
(A2) 确 定 .在 dx-L<L 的 x-L 距 离 处 0. 
0 oe a , 
攻 加 mT MX-L 
在 接近 裂缝 边缘 时 ,应 力 以 这 一 规律 一 直 增 长 到 距离 a- 工 ~d 处 ,之 后 o, 在 % 
= 点 降 为 零 . 
余下 的 问题 是 推导 前 面 已 经 用 到 的 联系 常量 MU 与 宏观 物理 量 的 公式 
(A10). 为 此 ,我 们 通过 在 长 度 工 变化 时 令 自 由 能 的 变 分 为 零 , 写 出 总 自由 能 
极 小 值 的 条 件 . 
首先 , 当 裂 颖 长 度 增加 5L 时 殊 缝 的 两 个 自由 表面 的 表面 能 增加 SF = 
2a5L. 其 次 , 裂 锋 的 两 个 端点 被 “打开 ”使 弹性 能 F,,. 减 小 了 


村 [cv(z)m(s)dx， 


式 中 n(x) 为 裂缝 轮廓 移动 后 和 移动 前 的 宽度 之 差 . 因为 裂缝 端点 的 轮 廊 与 裂 


















































(Al5) 











四 ”这 个 积分 很 容易 算出 ,但 如 果 考 虑 到 8 30 结论 中 所 述 的 x< 上 时 函数 p(x) 与 +> 上 时 oc 间 的 
明显 联系 ,完全 不 必 计算 这 个 积分 ， 


7 





附录 ”弹性 介质 中 裂缝 的 平衡 .149 ， 





颖 长 度 无 关 , 故 1(z*) =h(x 一 8L) -h(x). 当 x<L 上 时 ,应 力 o,, =0; 而 当 * > 上 
时 ,h(x) =0. 因此 我 们 有 


L+8L 


-| og, (x) h(x - 8L) dx. 


Fs 一 


ee 我 们 得 到 








oe 人 人 = Vrdy _ _M a 
FP,, | 万 ?站 0 人 2T 7 让 


最 后 ,从 条 件 SF + SF = 0, 我 们 得 到 关系 式 MM =4maD, 从 而 得 到 式 
(AI10)®. 








@ 我 们 注意 到 ,上 述 理论 (包括 关系 式 (410)) 就 其 实质 而 言 只 适用 于 理想 脆 体 , 亦 即 直至 被 破坏 
之 前 仍 保持 线性 弹性 关系 的 物体 (如 琉璃 .熔融 石英 ). 在 具有 塑性 的 物体 中 , 裂 链 的 形成 伴随 有 裂缝 端 
点 的 塑性 形变 ， 



































第 五 章 
固体 的 热传导 和 狐 性 





$31 固体 中 的 热传导 方程 


对 固体 介质 的 非 均 匀 加 热 不 会 像 在 液体 中 通常 发 生 的 那样 引起 对 流 . 这 里 
热 的 传输 只 有 热传导 一 种 方式 . 因此 ,描述 国体 中 热传导 过 程 的 方程 比 在 液体 
中 要 简单 得 多 ,由 于 对 流 的 存在 ,液体 中 描述 热传导 过 程 的 方程 相当 复杂 ， 
固体 中 的 热传导 方程 可 以 直接 由 以 热量 的 连续 性 方程 形式 表示 的 能 量 守 
恒定 律 导出 . 单位 体积 物体 在 单位 时 间 内 吸收 的 热量 等 于 78S/91, 其 中 5 为 体 
积 粹 . 这 个 量 应 当 等 同 于 -~ V.， 4, 这 里 4 为 热流 密度 . 热流 实际 上 永远 正比 于 温 
度 梯度 ,也 就 是 说 ,可 以 写 为 9= -xV T(x 为 热 导 率 ). 于 是 
7 = V(xv7). (31.1) 


根据 公式 (6.4) ,可 以 将 炉 改 写 为 
§ = S$,(T) + Kau,, 
其 中 a 为 热膨胀 系数 ,So 为 物体 处 于 未 形变 状态 时 的 炉 . 我 们 如 通常 一 样 假定 
物体 内 的 温差 足够 小 ,使 得 可 将 诸如 x,a 等 物理 量 当 作 常 量 . 将 上 面 写 出 的 5 
表达 式 代入 后 ,方程 (31. 1) 取 以 下 形式 


050 Ou 
To—— + aKT—— = xAT. 
ot ot 



































根据 熟知 的 热力 学 公式 ,我们 有 
C, - C, = Ko:7,. 
5 的 导数 可 写 为 


§31 固体 中 的 热传导 方程 * 151 ， 








9So0 区 0So oT EE C, oT 

a oroat TOt 
( 偏 导 数 95,79T 是 在 ,三 VY. wu=0, 亦 即 体积 恒定 条 件 下 取 的 ). 
结果 我 们 得 到 如 下 形式 的 热传导 方程 
oT C,—-C,9 

yy 
ot a ot 
为 了 得 到 完备 方程 组 ,热传导 方程 还 必须 与 确定 非 均 句 加 热 物体 形变 的 方程 联 

立 . 这 个 方程 便 是 平衡 方程 (7. 8): 

a = v7 (31.3) 


由 方程 (31.3) 原则 上 可 以 确定 出 任意 给 定 温 度 分 布下 物体 的 形变 . 把 由 式 
(31.3) 求 出 的 Y. w 的 表达 式 代入 方程 (31. 2) 后 ,得 到 只 含 一 个 未 知 函 数 
T(x,y,z,t) 的 确定 温度 分 布 的 方程 . 

现在 我 们 来 研究 无 限 介质 中 的 这 样 一 个 热传导 问题 ,介质 中 的 温度 分 布 仅 
满足 一 个 条 件 :在 无 穷 远 处 温度 趋 于 固定 极限 值 7,, 且 在 该 处 介质 无 形变 . 在 此 
情况 下 ,由 方程 (31.3) 推 得 V xz 与 了 之 间 的 关系 (参见 87 习题 8) : 





C VE = xAT. (31.2) 

















V .下 二 a(T -7,). 


l+o 
3(1 -0o) 
将 此 表达 式 代入 式 (31.2) 后 ,我 们 得 到 
(1 +0)C,+2(1 -20)C, oT 
3(1 ~-0o) ot 





= xAT, (31.4) 


这 是 通常 的 热传导 方程 . 

假如 杆 的 两 端 中 有 一 端 (或 两 端 都 ) 是 不 固定 的 ,这 类 方程 也 可 以 描述 沿 细 
直 杆 长 度 方向 的 温度 分 布 . 假定 在 杆 的 每 一 模 截 面 上 温度 均 为 常量 ,于 是 7 就 
只 是 沿 杆 的 长 度 方向 坐标 x 和 时 间 的 函数 . 杆 的 这 种 热膨胀 仅 导 致 其 长 度 的 变 
化 ,而 不 引起 其 直线 形状 的 变化 以 及 内 应 力 的 出 现 . 所 以 十 分 清楚 ,一 般 方程 
(31.1) 中 的 偏 导数 3S/6i 应 当 在 固定 压强 下 取 , 因 为 (35/091), = C,/T, 故 温度 分 
布 将 由 一 维 热传导 方程 























97 _ 07 
? ot Ox 
描述 . 
还 应 当 注意 的 是 ,具有 在 实用 上 足够 精确 度 的 固体 中 的 温度 分 布 ,永远 可 
以 由 通常 的 热传导 方程 确定 . 问题 在 于 ,方程 (31. 2) 左 端 第 二 项 与 第 一 项 比较 
只 是 数量 级 为 (C, - C,)/C, 的 修正 . 然而 ,固体 的 不 同 热 容 的 区 别 通常 很 小 ,如 
果 将 之 略 去 不 计 , 固 体 中 的 热传导 方程 总 可 以 写作 














bu 
时 
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5 = XAT， (31.5) 
其 中 Y 为 温 导 率 ”, 它 是 由 热 导 率 x 与 某 一 单位 体积 平均 热 容 C 通过 关系 式 Y = 


x/C 确定 的 . 
$32 晶体 的 热传导 


一 般 而 言 ,在 各 向 异性 介质 中 热流 密度 矢量 4 不 一 定 与 温度 梯度 重合 . 因 

此 ,在 晶体 中 ,gq 与 温度 梯度 之 间 应 当 以 更 为 一 般 的 关系 式 
aT 
xi 

代替 9 = -xV 7 二 阶 张 量 x; 称 为 晶体 热 导 率 张 量 . 与 式 (32. 1) 相 对 应 ,热传导 
方程 (31. 5) 也 将 有 更 为 一 般 的 形式 

ot Ox, Ox 








(32. 1) 


Gi; = 7 Kip 





(32.2) 
热 导 率 张 量 是 对 称 的 : 
Mik Hie (32.3) 
我 们 现在 证 明 这 一 结论 是 动 理 系数 对 称 性 原理 (参见 本 教程 第 五 卷 $120) 的 
因为 不 可 道 热 传导 过 程 引起 的 物体 炉 增 加 率 等 于 
-_f>Y gilyr-_ fr.2 .YL 
$, =-| dV = | gay+ Jq Vidr. 
变换 为 面积 分 后 ,等 式 右 端 第 一 个 积分 等 于 零 . 于 是 我 们 得 到 
> uly _ fg YL 
= Ja. vadv =-| 2 








或 
1 a7 
Si = - |—q; ge 32.4 
tot | ( ) 


根据 动 理学 系数 的 一 般 定 义 ® ,从 (32. 4) 我 们 可 以 得 出 如 下 结 从, 即 在 此 情况 
下 ,关系 式 





* “这 个 术语 的 俄 文 原文 为 “reMireparyporpoBomHocrp”, 英 文 版 将 其 译 为 “thermometric conductivi- 
ty”, 按照 现行 国家 标准 GB3102.4 -95( 热 学 的 量 和 单位 ) ,这 个 术语 的 中 文 译 法 应 当 是 “ 热 扩 散 率 ”, 与 
之 对 应 的 英文 术语 为 “thermal diffusivity”. 这 个 术语 的 内 容 只 与 热传导 过 程 有 关 ,而 “ 热 扩散 ”本身 则 是 与 
热传导 完全 不 同 的 男 一 种 输 运 过 程 ,为 描述 它 已 有 “ 热 扩 散 ”、“ 热 扩散 系数 ”和 “ 热 扩散 比 ” 三 个 通用 术 
语 ( 参 见 本 教程 第 六 卷 $ 58 ,第 十 卷 8$ 11). 因此 如 果 将 这 个 术语 按 国标 译 为 “ 热 扩 散 率 ”, 有 可 能 会 引起 
读者 的 概念 混淆 . 为 了 避免 这 种 情况 发 生 , 我 们 这 里 将 此 一 术语 译 成 “ 温 导 率 ”. 

@ 采用 本 教程 第 六 卷 859 给 出 的 定义 形式 . 
































a A 
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中 的 系数 Tx 是 动 理学 系数 . 所 以 ,由 动 理学 系数 的 对 称 性 可 直接 给 出 所 求 关 
系 式 (32.3). 
二 次 型 


xi i Ox, Ox 
应 当 是 正定 的 ,这 是 因为 炉 的 时 间 时 数 (32.4) 应 当 为 正 . 众所周知 ,一 个 二 次 型 
正定 的 条 件 是 其 系数 矩阵 的 本 征 值 为 正 . 因此 热 导 率 张 量 x 的 所 有 本 征 值 恒 
为 正 ,这 点 从 热流 方向 的 直观 概念 看 来 是 显然 的 . 
张 量 闵 的 不 同 独立 分 量 数目 取决 于 晶体 的 对 称 性 . 因为 张 量 x 是 对 称 的 ， 
这 个 数目 应 当 与 二 阶 对 称 张 量 wx ( 热膨胀 系数 张 量 ,参见 本 卷 $10) 所 具有 的 
独立 分 量 数目 一 样 . 


$33 ”固体 的 医 性 


迄今 为 止 ,我 们 在 研究 弹性 物体 中 的 运动 时 ,一 直 认 为 形变 过 程 是 以 可 逆 
方式 进行 的 . 实际 上 , 仅 当 过 程 以 无 限 小 的 速率 进行 ,使 得 在 每 一 给 定时 刻 物 体 
中 都 来 得 及 建立 热力 学 平衡 状态 时 ,该 过 程 才 是 热力 学 上 可 逆 的 . 然而 ,真实 的 
运动 都 是 以 有 限 速率 进行 的 ,物体 在 每 一 给 定时 刻 并 不 处 于 平衡 状态 ,因此 在 
物体 中 进行 的 过 程 都 力图 使 之 趋 于 平衡 态 . 这 些 过 程 的 存在 导致 运动 的 不 可 道 
性 ,特别 是 表现 为 机 械 能 的 耗 散 ,最终 转 换 为 热 0. 

能 量 的 耗 散 由 两 类 过 程 引 起 , 其 一 ,在 物体 内 部 不 同位 置 上 温度 不 相同 的 
情况 下 ,物体 中 出 现 的 热传导 不 可 道 过 程 . 其 二 ,如 果 在 物体 中 发 生 某 种 内 部 运 
动 , 于 是 出 现 了 与 有 限 运 动 速率 相 联 系 的 不 可 道 过 程 , 同 在 液体 中 一 样 ,这 些 能 
量 耗 散 过 程 可 称 为 内 摩擦 或 寿 沾 过 程 ”. 

在 大 多 数 情况 下 ,物体 内 部 宏观 运动 速率 是 如 此 之 小 ,以 致 能 量 耗 获 并 不 
显著 . 这 种 “ 准 可 道 ” 过 程 可 借助 于 耗 散 函 数 ( 参 见 本 教程 第 五 卷 $ 121 ) 来 
描述 . 

正 因为 这 样 , 如 果 存 在 某 一 个 力学 系统 ,其 运动 伴随 有 能 量 耗 散 ,那么 系统 
的 运动 仍 可 用 通常 的 运动 方程 描述 ,但 在 这 些 方程 中 需 在 作用 于 系统 的 力 中 加 
和 人 作为 速度 线性 函数 的 耗 散 力 或 摩擦 力 . 这 些 力 可 以 表示 为 耗 敬 函数 尺 ( 它 是 
速度 的 某 种 二 次 函数 ) 对 速度 的 导数 . 于 是 ,与 系统 茶 一 广义 坐标 g。 相 对 应 的 
摩擦 力 f, 此 时 形 为 




































































oR 
fi ee 
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人 这 里 所 说 的 机 械 能 应 理解 为 弹性 物体 中 宏观 运动 的 动能 与 因 形变 引起 的 (弹性 ) 势 能 之 和 ， 
* ” 耗 散 的 本 质 含义 关系 到 系统 作 功 能 力 的 损失 ,参见 本 教程 第 五 眷 $ 20. 一 一 译 者 注 
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耗 散 函数 是 广义 速度 g, 的 正定 二 次 型 . 上 一 关系 式 等 价 于 
8R = - > 人 30。， (33. 1 ) 


其 中 8R 为 无 限 小 速度 变化 时 耗 散 函数 的 改变 . 还 可 以 证 明 , 耗 散 丽 数 的 二 倍 
2R 为 单位 时 间 内 系统 机 械 能 的 减少 . 

容易 将 关系 式 (33. 1) 推 广 到 连续 介质 中 存在 摩擦 时 的 运动 情况 . 这 种 情况 
下 ,系统 的 状态 由 一 系列 连续 广义 坐标 确定 . 这 些 坐 标 即 为 在 物体 每 一 点 上 给 
定 的 位 移 矢 量 z 与 此 相应 ,关系 式 (33. 1) 应 改写 为 积分 形式 

8 Rav 2 Bwdy, (33.2) 

其 中 v= 在 ,而 /为 物体 单位 体积 内 的 耗 散 力 矢量 了 的 分 量 , 我 们 将 整个 物体 的 
总 耗 散 函数 写作 | RdV, 其 中 为 单位 体积 的 耗 散 函数 . 

现在 我 们 来 确定 形变 物体 耗 散 函 数 R 的 一 般 形式 . 如 果 在 物体 中 没有 内 部 
运动 ,特别 是 ,如 果 物 体 只 进行 整体 平 动 或 转动 ,描述 内 摩擦 的 函数 应 当 趋 于 
零 . 换言之 ,在 v=const 及 v=0 xr 的 情况 下 , 耗 散 函数 应 当 趋 于 零 . 这 表明 , 耗 
散 函数 不 依赖 于 速度 本 身 而 依赖 于 速度 梯度 ,而 且 它 仅 含有 那些 当 vw=02xr 时 
趋 于 零 的 导数 组 合 . 和 式 








1 /ov Ov, 
Ss 
亦 即 应 变 张 量 分 量 的 时 间 导 数 正 是 这 些 组 合 0 于 是 , 耗 散 函 数 应 当 是 的 二 
次 函数 这 种 函数 最 一 般 的 形式 为 


R= 了 "itim Vik Vim (33.3) 
四 阶 张 量 wj 可 称 为 蔚 性 张 量 . 这 个 张 量具 有 以 下 显然 的 对 称 性 质 吧 ， 
Nigam = Nimik = Neam 一 了 (33.4) 


表达 式 (33,3) 与 项 体 自由 能 的 表达 式 (10. 1) 相 似 :只 是 现在 ww 取代 了 
(10.1) 中 的 弹性 模 量 张 量 ,而 张 量 v3 则 代 蔡 了 其 中 的 ui. 所 以 , $10 中 对 具有 
不 同 对 称 性 晶体 的 张 量 A 得 到 的 所 有 结果 ,全 都 适用 于 张 量 mum: 

特别 是 ,在 各 向 同性 物体 中 , 张 量 yao 总共 只 有 两 个 独立 分 量 , 且 与 各 向 同 
性 物体 中 的 弹性 能 表达 式 (4.3) 相 似 ,R 的 形式 可 写 为 


1 
R= 7 (os - 36av | + 各 吕 ， (33.5) 












































外 ” 试 与 液体 籍 性 的 类 似 推 论 比 较 ( 本 教程 第 六 着 8$ 15)， 

@ 在 此 我 们 提醒 , 耗 散 函 数 的 存在 是 昂 萨 格 动 理学 系数 对 称 性 原理 的 推论 . 正 是 这 个 原理 导致 了 
作为 线性 关系 式 (33,7) 的 系数 间 关 系 的 (33.4) 中 的 第 一 个 等 式 (这 个 等 式 与 二 次 型 (33. 3) 存 在 的 事实 
等 价 ). 我 们 将 在 $41 中 用 类 似 的 理由 直接 证 明 这 点 . 
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其 中 了 与 为 两 个 条 性 系数 . 由 于 民 是 恒 正 的 函数 ,系数 9 与 7 均 应 为 正 . 
关系 式 (33.2) 与 弹性 自由 能 的 关系 式 类 似 : 
8 [rav 要 [ri8uidy, | 
其 中 f= 00/ OX, 为 作用 于 物体 单位 体积 上 的 力 . 因此 与 通过 ui 表示 I, 相似 ， 
可 直接 通过 张 量 wv 将 耗 散 力 f; 表示 为 
00 i 


f= (33.6) 


3 
OX, 
































其 中 耗 散 应 力 张 量 0 

















p oR 
Oip = do, = Mikim UIm (33.7) 


确定 . 于 是 ,通过 在 运动 方程 中 将 应 力 张 量 o; 换 为 和 式 ex +04%, 妈 可 达到 在 运 
动 方程 中 考虑 黏 性 效应 的 目的 . 
在 各 向 同性 物体 中 


1 
Oi = 27 ( Ui 一 3 dav ) + OvVndy. (33.8) 


十 分 日 然 ,这 个 表达 式 与 液体 中 的 黏 性 应 力 张 量 形式 上 完全 一 样 . 
§34 固体 中 的 声 吸 收 


可 以 完全 类 似 于 在 液体 中 所 作 的 那样 (参见 本 教程 第 六 卷 $79 ) 计算 周 体 
中 的 声 吸收 系数 . 我 们 这 里 对 各 向 同性 固体 进行 相应 的 计算 . 
物体 中 的 机 杠 能 耗 散 由 和 式 


BE, = Ee 7)*av -2|Rav 


























给 出 ,其 中 第 一 项 来 源 于 热传导 ,第 二 项 则 来 源 于 黏 性 . 利用 表达 式 (33. 5 ) ,我 
们 得 到 公式 
bE =- he T)?dV - 2n| ( 六 沁 da ) ar 本 ¢ fdrv. (34.1) 
为 了 计算 温度 梯度 ,我 们 利用 一 级 近似 下 声 振动 是 绝热 的 这 个 事实 . 借助 
玩 表达 式 (6.4) ,将 绝热 条 件 写作 
S(T) + Kau, = S(T,) 
的 形式 ,其 中 7 为 未 形变 状态 下 的 温度 . 将 差 式 5,(7T) -56(7,) 展 开 为 7-7。 
的 徊 级 数 ,准确 到 一 阶 项 ,我 们 得 到 : 
a a 
Ey 


( 粮 的 偏 导数 是 在 u =0, 亦 即 定 容 条 件 下 取 的 ). 这 样 我 们 就 有 











“156. 第 五 章 ”固体 的 热传导 和 医 性 








同时 ,利用 关系 式 
ee Cp Kk, - 2 
3 = 区 a ee Cp 
我 们 将 以 上 表达 式 改 写 为 
er Tap 2 二 让 
T_T = (5 5 二 (34.2) 
的 形式 . 


我 们 首先 研究 横 弹 性 波 的 吸收 . 在 所 考虑 的 近似 下 ,热传导 一 般 不 可 能 导 
致 这 类 波 的 吸收 . 实际 上 , 横 波 中 w =0, 因 而 根据 (34. 2) 式 ,温度 为 常量 . 选取 
波 的 传播 方向 为 x 轴 ,此 时 
u, =0，2 = uoeos(kx — wi), u, = uoscos( kx - wit), 


旦 应 变 张 量 的 分 量 中 不 为 零 的 仅 有 











Uoyk Lok . 
U,, =— 2 sin( kx — wi), Wm = 一 sin( kx — wi). 








下 面 我 们 讨论 物体 单位 体积 的 耗 散 能 ,由 (34. 1) 式 我 们 得 到 这 个 量 的 时 间 
平均 值 为 








= 4 
2 2 2 
Eisen = 一 2 ( wo, + uo) ， 


这 里 我 们 令 上 =w/c,. 波 的 总 平均 能 量 等 于 平均 动能 的 二 倍 , 也 在 单位 体积 物体 
中 计算 此 量 ,得 


B = pF = (+) 
将 平均 耗 散 能 与 波 的 二 倍 平均 能 流 密度 之 比 定义 为 声 吸 收 系数 y, 这 个 量 
确定 波 振幅 正比 于 e ”“ 随 距离 衰减 的 规律 . 这 样 我 们 就 找到 横 波 吸收 系数 的 如 
下 表达 式 : 

















2 
= 22 (34.3) 


在 纵 声波 中 ,u, = uocos (kx ~ wt) ,Wy = 4 =0. 借助 于 公式 (34.1) 和 (34.2) 
进行 类 似 计算 ,所 得 结果 为 : 
训 ce (a 玩 ] | (34.4) 
严格 说 来 ,前 面 得 到 的 这 些 公 式 仅 适用 于 完全 各 向 同性 的 非 晶 态 物 体 . 但 
就 数量 级 而 言 ,他 们 也 可 确定 各 向 异性 单 晶 体 中 的 声 吸 收 规律 . 
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多 晶体 中 的 声 吸 收 有 其 独 具 的 特点 . 假如 声波 波长 A 远 小 于 单个 微 晶 的 尺 
度 a, 则 在 每 一 微 晶 中 声波 依然 如 同 在 大 晶体 中 那样 被 吸收 , 且 吸 收 系数 正比 于 
w. 

如 果 和 污 a, 则 吸收 特性 发 生 改 变 , 在 这 样 的 声波 中 ,可 以 认为 每 一 个 微 唱 
受到 均匀 分 布 压强 的 作用 . 然而 由 于 微 晶 以 及 其 接触 表面 上 边界 条 件 的 各 向 异 
性 ,它们 在 此 情况 下 所 发 生 的 形变 是 不 均匀 的 . 在 微 晶 颗粒 尺度 的 距离 上 ,形变 
发 生 重大 改变 (与 形变 本 身 的 数量 级 相同 ). 这 和 在 均匀 物体 中 在 一 个 波长 距离 
上 形变 才 发 生 显著 变化 不 同 . 形变 的 变化 速率 和 温度 梯度 的 出 现 对 声 吸收 有 重 

影响 . 其 中 形变 变化 速率 具有 通常 的 数量 级 ,而 温度 梯度 在 每 一 微 晶 的 范围 
内 却 反 常 地 巨大 . 因此 ,由 热传导 引起 的 声 吸收 比 与 慕 性 相关 的 声 吸 收 大 得 多 ， 
所 以 只 需 计 算 前 者 就 够 了 . 

现在 来 研究 两 类 极限 情况 . 在 数量 级 为 a 的 距离 上 ,热传导 使 温度 达到 相 
等 所 需 的 时 间 ( 热 传导 弛 隔 时 间 ) 约 为 a AX 量 级 . 首先 ,我 们 假定 @ <<xAo 这 
表明 弛 瑰 时 间 小 于 波 的 振动 周期 ,因而 在 每 一 个 微 晶 的 范围 内 可 在 很 大 程度 上 
来 得 及 建立 热平衡 ,故我 们 在 此 讨论 的 是 准 等 温 振 动 . 

令 了 为 微 晶 中 出 现 的 温 关 ,7 为 在 绝热 过 程 中 出 现 的 温差 . 单位 体积 物体 
通过 热传导 散 出 的 热量 为 

2 了 


-V.d =xA1 ~ < 
[#2 























形变 产生 的 热量 为 TVC ~ wTC 的 量 级 (C 为 热 容 ). 令 这 两 个 热量 表达 式 相 等 ， 
即 得 








2 
,Wa 


7T' ~ 7 


在 微 晶 太 十 的 范围 内 ,温度 变化 的 量 级 约 为 了 ,因而 温度 梯度 ~7'/a. 最 后 ,我 
们 从 (34. 2) 求 得 7 : 





7 ~ ee， (34.5) 


计算 时 我 们 令 ui ~ hu ~ ww/c (uw 为 位 移 矢量 振幅 ). 在 数量 级 估计 中 ,我们 自然 
对 不 同 的 声速 “不 作 区 分 . 借助 于 这 些 结果 , 即 可 算出 物体 单位 体积 内 的 耗 散 


全 b 
He: 





而 且 , 将 上 式 除 以 能 流 c ~ cpw*w ,我 们 得 到 所 要 求 的 吸收 系数 


Ta’pea’” 2 x 
y > ( < | (34,6) 
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(C. Zener,1938). 将 这 个 表达 式 与 通常 的 表达 式 (34.3) 与 (34.4) 比较 ,我 们 可 
以 认为 在 所 研究 的 情况 下 ,多 晶体 对 声 的 吸收 就 如 同 其 具有 黏度 


一 样 ,这 个 秋 度 比 组 成 它 的 微 晶 的 真实 黏度 大 得 多 . 

其 次 ,我们 来 研究 相反 的 极限 情况 , 即 o >x/a 的 情况 . 换 句 话说 ,这 种 极 
限 情况 指 的 是 弛 殉 时 间 远 大 于 波 的 振动 周期 , 亦 即 在 每 一 个 振动 周期 内 ,形变 
产生 的 温差 还 来 不 及 明显 地 变 得 均衡 . 然而 ,此 时 再 把 确定 声 吸收 的 温差 梯度 
的 数量 级 当 作 TVa 就 不 对 了 ,这 是 因为 ,这 样 做 只 考虑 了 每 一 微 晶 中 的 热传导 
过 程 . 其 实 ,在 我 们 所 讨论 的 问题 中 起 主要 作用 的 是 相 邻 微 晶 间 的 热 交 换 (M. 
A. HHcakoBzrdg ,1948 ). 假如 微 唱 之 间 是 相互 绝热 的 , 则 在 二 者 之 间 的 边界 上 会 建 
立 起 与 单个 微 晶 范围 内 温差 同 数 量 级 的 温差 To. 实际 上 ,边界 条 件 要 求 穿 过 微 
晶 之 间接 触 面 时 温度 是 连续 的 . 因此 ,出 现 了 由 边界 向 微 唱 内 部 “传播 "的 “温度 
波 ” ,其 衰减 距离 了 为 

2 


在 所 考虑 情况 中 ,5 < c, 亦 即 基 本 温度 梯度 为 ?Fu/6 量 级 , 且 其 出 现在 小 于 微 晶 
总 尺度 的 距离 上 . 与 此 相应 的 那 部 分 微 晶 体积 ~a 5, 将 之 除 以 微 晶 总 体积 ~ a ， 
得 到 平均 耗 散 能 : 








将 TI 的 表达 式 (34.5) 代 入 上 式 并 除 以 cE ~ cpw?w, 即 得 待 求 的 吸收 系数 : 


2 
y~ ape VX (% > | (34.7) 
a 


a 
这 个 吸收 系数 与 频率 的 平方 根 成 正比 2. 
因此 ,多 晶体 中 的 声 吸 收 系数 在 极 小 频率 时 (wo <<x/a ) 以 w? 方式 变化 , 然 
后 在 xy/e <<o 之 c/a 范围 内 以 正比 于 w“ 的 形式 变化 ,而 当 w 六 eva 时 , 声 吸收 
系数 又 重新 正比 于 内. 
类 似 的 考虑 也 适用 于 细 杆 与 薄板 中 横 波 的 阻尼 . 如 令 为 杆 或 板 的 厚度 ， 
则 在 和 A 沁 有 的 情况 下 ,横向 温度 梯度 十 分 重要 日 阻尼 主要 由 热传导 引起 (参见 
”我们 提醒 ,如 果 热 传导 介质 以 x=0 的 平面 为 边界 ,边界 上 过 剩 温度 按 7' = T6e-*' 的 规律 周期 性 


变化 , 则 温度 在 介质 中 的 分 布 用 "温度 波 ” 
T’= Tiexpl -iot-(1+i)x waov2x7] 









































描述 (参见 本 教程 第 六 卷 $52). : 
@ 在 接近 固体 壁 的 液体 或 气体 (如 在 管道 中 的 液体 或 气体 ) 中 传播 的 声波 的 吸收 系数 也 具有 这 种 
频率 特性 ,参见 本 教程 第 六 卷 8$ 79. 
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本 节 的 习题 ). 如 果 此 时 满足 不 等 式 <<X/h, 则 可 认为 振动 是 等 温 的 ;因此 , 例 
如 ,在 确定 杆 和 板 的 固有 振动 频率 时 ,必须 使 用 等 温 弹 性 模 量 值 . 


习 题 


1. 试 确定 杆 中 纵向 固有 振动 的 阻尼 系数 . 
解 :振动 的 阻尼 系数 定义 为 





| Bo, 
B = es 


2FE 








振动 振幅 正比 于 e “随时 间 衰减 . 
在 纵波 情况 下 , 杆 的 每 一 小 段 都 会 发 生 简单 的 拉 伸 和 压缩 ,应 变 张 量 的 分 














量 为 
ou, Ou, 
UW, ee Uys = = Cad EE 
0z 2 »% Og 
我 们 将 写 为 w, =uwocos hzcos wl, 其 中 
k= 全 
~ Ea/p 
类 似 于 正文 中 的 计算 ,得 出 下 列 阻尼 系数 表示 式 : 
a po pe 
B= | 2 a、 T+ 2 7 je 7 | 
2p Ll3 (cf -ce)c (co -ce)(3c -4c) 9C， 


根据 公式 (22.4) ,我 们 这 里 引入 速度 c1,c, 蔡 代 了 五 ,aad: 

2， 对 板 的 纵向 国有 振动 解 与 习题 1 同样 的 问题 

解 :对 于 具有 平行 于 波 传 播 方向 (xx 轴 ) 振 动 的 波 ,我 们 有 以 下 不 为 零 的 应 
变 张 量 分 量 : 


ou 


Uy Ox >» 


(参见 公式 (13.1) ). 这 些 波 的 传播 速度 等 于 


% Tad Qu, 





1 ~- go Ox 


FE, 
Br 2 





进一步 计算 给 出 的 结果 为 ; 
w [7 3cy + 4c - 6c1es ie; xToap (1 + aa) 
B= 27 | 3 2 27 2 2 + 一 PR 7 
p cici (0 -cr ) c(i 一 Cr) 9(C， 


对 于 振动 重 直 于 波 传播 方向 的 波 ,un =0, 故 其 阻尼 仅 由 黏度 9 一 项 因素 所 
引起 . 这 种 情况 下 ,阻尼 系数 恒 由 以 下 公式 确定 : 


B= 


nw 





2pe? . 
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村 的 扭转 振动 阻尼 也 属于 这 种 情况 . 

3. 试 确定 杆 的 横向 固有 振动 (振动 频率 满足 条 件 w >>X/ 甩 ,hh 为 杆 的 厚度 ) 
的 阻尼 系数 . 

解 :热传导 对 波 的 阻尼 起 主导 作用 . 根据 817, 对 于 杆 中 每 一 体 元 ,我们 有 


ph 了 
u, 二 一 一 u Hy Ou 


( 楷 曲 发 生 在 刀 平 面 ). 当 w>X/I 时 ,振动 是 绝热 的 . 在 小 挠 度 弯 曲 情 况 下 ,区 
率 半 径 为 尽 =1/X", 使 得 
wi; = (1 ~ 20.)xX" 
(了 右上 角 的 搬 号 “'" 表 示 对 z 求 导数 ). 在 杆 的 模 截 方向 上 温度 变化 最 快 ;因此 
(YT) = (977axz)”. 借助 于 式 (34.1) 和 (34.2) ,我 们 得 到 爹 杆 的 平均 耗 散 能 
xTa’ ES 








四 Tr. 
9C: Ew 
(5 为 杆 的 横 截面 面积 ). 总 平均 能 量 可 以 作为 势能 
Bl, 2dz 
的 二 倍 来 求 . 
最 终 我 们 得 到 阻尼 系数 
_ xTo SE, 
18LC 


4. 对 板 的 横向 固有 振动 解 与 习题 3 同样 的 问题 . 
解 :按照 (11.4) 式 ,对 于 板 的 每 一 体 元 ,我们 有 
1: 60. 
1 
(这 曲 发 生 在 私 平 面 ). 按 公式 (34.1) 和 (34.2) 求 得 总 耗 贡 能 ,再 通过 取 表 达 式 
(11.6) 二 倍 的 办 法 求 得 总 平均 能 量 . 阻尼 系数 为 
_ 2xToa Eyl+o, _ 2xTa’p (3c1 一 4c2 )2c2 
3C 1-oa 30 有 (o-oo)e 

5. 试 确定 因 振 动 非 绝 热 而 引起 的 杆 的 横向 振动 固有 频率 的 变化 . 杆 的 形状 
是 厚度 为 严 的 长 板 .假定 杆 的 表面 是 绝热 的 . 

解 : 令 了 4(x， 划 为 绝热 振动 情况 下 杆 内 温度 分 布 , 而 了 (x, 门 为 村 内 真实 的 
温度 分 布 (x 为 沿 杆 的 厚度 方向 的 坐标 , 沿 和 zz 平面 的 温度 变化 因 变 化 过 于 缓慢 
而 可 忽略 ). 因为 了 = 了 时 物体 不 同 部 分 间 没 有 热 交 换 , 显 然 热 传导 方程 应 取 以 
下 形式 : 


Ui = 





9 oT 
-一 7 -了 = k 一 一 . 
a ) Xo 
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在 频率 为 wm 的 周期 振动 情况 下 ,T (xi 和 了 T(x,ti) 两 种 温度 与 平衡 温度 Tu 值 
的 偏差 ru =T 4-T， 和 T=T-7 均 正比 于 e ”于 是 我 们 有 

Ft = I 
( 搬 号 表示 对 x 求 导 ). 根据 式 (34.2),7T, 正比 于 wi, 而 分 量 wi 正比 于 x( 参 见 
§17) ,因而 74 =Ax, 其 中 4 为 一 不 必 计 算 的 常量 ( 它 在 最 终结 果 中 会 自动 消 
去 ). 方程 


1 ,lw io 


T"”+ 一 7T = 一 4x 


满足 边界 条 件 x = +h/2 时 7T'=0( 杆 表面 隔 热 ) 的 解 为 


7 = 4(> - Fi) k= (+ 多 

弯曲 杆 内 (在 xz 平面 索 曲 ) 内 应 力 的 力矩 肝 , 由 等 温 部 分 导 , (等 温 膏 曲 
时 的 力 撼 ) 和 因 杆 的 非 均匀 加 热 引起 的 部 分 相 加 而 成 . 如 果 有 ,sa 为 绝热 索 曲 时 
的 力 天 , 则 在 非 完 全 绝热 过 程 情况 下 ,力矩 的 附加 部 分 与 量 有 一 Miw 相 比 按 
以 下 的 比率 减 小 : 

h/2 h/2 
1 +/(w) = 三 zt 人 rd 
在 任意 频率 w 的 情况 下 ,定义 杨 氏 模 量 ,为 MM, 与 1/R 之 间 的 比例 系数 (参见 
(17.8) ) ,并 注意 到 -=E Ta /9C,( 参 见 (6.8),E 为 等 温 杨 氏 模 量 ) ,我 们 
可 以 令 
2 Ta 


已 = E+[l+/(w)]E 经 


通过 计算 ,给 出 /(o) 的 表示 式 : 
24 /kh kh 
f(w) 二 -tan 下 
当 w 一 o 时 ,我 们 得 到 f=1, 因 为 ,=i, 故 这 个 结果 是 正确 的 ;而 当 w 一 0 时 ， 
f=0 有 HE =E. 
振动 的 固有 频率 正比 于 杨 氏 模 量 的 平方 根 (参见 $25 的 习题 4 一 6). 因此 
我 们 有 


ETa” 
o = wo [1 +/(0) T1806-|; 


其 中 ww。 为 完全 绝热 振动 情况 下 的 固有 闫 率 值 . 上 式 中 的 中 为 复数 . 分 离 o 的 实 
部 和 虚 部 (w=w + 褒 ) ,我 们 最 后 得 到 固有 频率 

ETa” 1 sinhé - siné 

3C, & coshé + cosé 





中/ = ow,|1 
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与 阻尼 系数 
8 _ 2ETax 1_ 3 ne 
3C,h? & coshé + cos 它 」 
这 里 引入 了 符号 EE=h(w/2X)'. 
当 E 很 大 时 ,频率 ww 理所当然 地 趋 于 wo ,而 阻尼 系数 则 趋 于 
_ 2pTa x 
3Ch” 








B 


与 习题 3 的 结果 一 致 . 
取 小 值 对 应 于 准 等 温 条 件 , 在 此 情况 下 
ETa’ E 
o~ wl{l- Tat) ~ (FB) 
Pp ad 


而 阻尼 系数 





§35 高 黏度 液体 

对 于 典型 的 液体 ,只 要 流动 周期 远大 于 分 子 适 动 的 特征 时 间 , 纳 维 - 斯 托 
克 斯 方程 就 是 适用 的 . 但 此 论断 不 适用 于 高 慕 度 液体 . 对 于 这 种 液体 ,通常 的 流 
体 动力 学 方程 在 运动 周期 非常 大 时 已 不 再 适用 . 存在 这 样 一 些 务 性 流体 ,它们 
在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 (但 仍 大 于 分 子 运动 的 特征 时 间 ) 表 现 得 像 固体 (如 甘 
油 ,松香 ). 非 唱 态 四 体 ( 如 玻璃 ) 可 看 作 是 这 类 黏度 非常 高 的 液体 的 极限 情况 ， 

这 类 液体 的 性 质 可 用 由 麦克 斯 韦 提出 来 的 以 下 办 法 来 描述 . 在 很 得 的 时 间 
间隔 内 它们 发 生 弹 性 形变 ,形变 停止 之 后 ,这 些 液 体 中 仍 残留 着 随时 间 衰 减 的 
剪 切 应 力 . 需要 经 过 很 长 的 时 间 ,它们 才 会 真正 地 达到 实际 上 无 任何 内 应 力 残 
留 的 状态 . 令 7 为 应 力 衰减 所 经 历时 间 的 数量 级 (7 有 时 被 称 为 麦克 斯 韦 弛 殉 时 
间 ). 我 们 假定 ,液体 受到 某 些 频 率 为 w 的 随时 间 周 期 性 变化 的 外 力 的 作用 . 如 
果 力 的 变化 周期 1/o 远 远 大 于 弛 沾 时 间 7, 亦 即 or < 1, 则 所 研究 的 液体 表现 
得 像 遂 常 条 性 液体 一 样 . 相反 , 当 频 率 wo 足够 大 时 (wr 六 1) ,液体 就 表现 得 如 同 
非 唱 态 固 体 ， 

与 所 研究 液体 的 这 种 过渡" 性 质 相 对 应 ,可 同时 用 黏度 7 和 某 种 “ 剪 切 模 
量 " 来 表征 这 些 液 体 . 不 难得 到 联系 物理 量 m,n 与 弛 豫 时 间 r 的 数量 级 之 间 
的 关系 .在 具有 足够 小 频率 的 周期 力作 用 下 , 当 液 体 表现 得 如 同 通常 液体 时 ,其 
应 力 张 量 由 液体 中 生性 应 力 的 通常 表达 式 给 出 , 即 

Oi = 2nU = -2inwus. 


相反 ,在 高 频率 的 极限 情况 下 ,液体 表现 得 像 固体 , 且 其 内 应 力 应 按 弹性 理论 的 
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公式 确定 , 亦 即 rw =2uaus (我 们 这 里 所 述 指 的 都 是 “ 纯 剪 切 形变 ”, 因 为 我 们 假 
定 z =0,0s =0). 当 频 率 w 的 数量 级 为 1/7 时 ,由 前 述 两 个 表达 式 得 出 的 应 力 
应 当 在 数量 级 上 相等 . 于 是 我 们 有 mu/Ar ~Au/A ,由 此 得 出 

n ~ 7 (35.1) 





这 正 是 我 们 所 要 求 的 关系 式 . 

最 后 ,我 们 来 推导 定性 描述 所 考察 液体 行为 的 运动 方程 . 为 此 ,我们 将 假定 
运动 停止 之 后 内 应 力 遵 从 最 简单 的 衰减 规律 :确切 地 说 ,我 们 将 认为 应 力 是 按 
照 与 方程 


























do 1 
di rT 
相对 应 的 简单 指数 规律 衰减 的 . 从 另 一 方面 看 ,固体 中 应 有 wx =2pus, 从 而 
do a du 
di di 
容易 看 出 ,方程 
Ce + 二 = 2 (35.2) 


在 慢 运 动 和 快运 动 两 个 极限 下 都 会 得 出 正确 的 结果 ,因此 它 可 以 作为 “过 渡 状 
态 ” 情 况 的 内 插 方程 . 
于 是 ,对 于 周期 运动 ,在 ww 和 oy 通过 因子 。 “依赖 于 时 间 的 情况 下 ,由 
(35.2) 式 我 们 有 
~ iwo + A = 一 2iwHMua， 
7 
由 此 
po Tr (35. 3) 
当 or 六 1 时 ,上 式 给 出 rw =2xu, 亦 即 固体 的 通常 表达 式 ;而 当 wr 1 时 
ox = ~ 2iNToOu = D7, 


为 条 度 为 ur 的 液体 的 通常 表达 式 . 





$36 向 列 相 液晶 的 静 力 学 形变 


从 宏观 的 观点 看 ,液晶 是 各 向 异性 的 流动 介质 . 这 类 介质 的 力学 既 具 有 一 
般 液体 固有 的 特点 ,也 具有 弹性 介质 固有 的 特点 . 从 这 个 意义 上 讲 ,液晶 力学 介 
于 流体 动力 学 和 弹性 理论 之 间 . 
存在 各 种 类 型 的 液晶 .* 那些 未 形变 时 不 仅 宏观 均匀 而 且 微 观 也 均匀 的 介 
质 构 成 的 是 一 种 向 列 相 液 晶 ( 或 者 ,简单 称 为 向 列 相 ) ,这 种 介质 的 各 向 异性 仅 
与 分 子 在 空间 的 各 向 异性 取向 有 关 ( 参 见 本 教程 第 五 卷 § 139, 8 140). 绝 大 多 
数 已 知 向 列 相 液晶 属于 其 中 最 简单 的 一 种 类 型 ,在 该 类 型 液晶 中 ,各 向 异性 完 
全 由 在 介质 每 一 点 上 给 定 的 单位 矢量 地 确定 , 它 从 所 有 方向 中 选 出 了 一 个 特定 
方向 ,矢量 地 称 作 指向 矢 . 此 时 及 与 -x 仅 有 符号 的 差别 ,在 物理 上 是 等 价 的 ， 
这 是 因为 它们 选取 出 来 的 仅 为 一 指向 轴 , 这 个 轴 的 两 个 方向 是 等 价 的 . 最 后 ,这 
一 类 型 的 向 列 相 液晶 的 每 一 体 元 的 性 质 是 反 演 不 变 的 , 亦 即 在 三 个 坐标 都 变 号 
后 其 性 质 不 变 @. 在 这 里 我 们 只 讨论 这 种 类 型 的 向 列 相 液 晶 . 
因此 ,描写 向 列 相 液 草 的 状态 ,除了 要 在 每 一 点 上 给 出 普通 液体 的 那些 物 
@ ”本章 是 与 皮 塔 耶 夫 斯 基 ( 克 . II. TIxraesckmih) 共同 撰写 的 . 
* ， 洲 晶 就 其 产生 根源 分 为 热 致 液晶 和 深 致 液晶 两 大 类 ,本章 只 讨论 热 致 液晶 . 热 致 液晶 主要 分 为 
三 种 相 ,英文 术语 分 别 为 nematics,cholesterics 和 smectics. 这 三 种 相 的 中 文 译名 最 早 是 由 化 学 界 确定 的 ， 
分 别 译 为 向 列 相 液晶 , 胆 锚 相 液晶 和 近 晶 相 液 晶 . 1996 年 全 国 科 学 技术 名 词 审 定 委员 会 公布 的 《物理 学 
名 词 ) 中 将 这 三 个 词 规范 为 “ 丝 状 液 晶 ”,“ 螺 状 相 液晶 ”和 “ 层 状 相 液 晶 ”, 而 《化 学 名 词 ) 仍 坚持 原 有 定 
名 ,于 是 就 出 现 了 两 大 ,术语 . 鉴于 两 套 术 语 各 有 于 秋 ,我 们 在 本 节 中 对 这 三 种 相 液晶 的 中 文 分 别 采用 向 列 
相 小 唱 , 胆 省 相 液晶 和 层 状 相 液晶 的 译名 .， 一 一 译 者 注 
@ 不 具有 坐标 反 演 不 变性 的 向 列 相 液晶 在 转变 为 胆 当 相 液晶 的 形变 过 程 中 是 不 稳定 的 ,参见 43. 
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理 量 :密度 p, 压 强 p 和 速度 v 之 外 ,还 要 给 出 该 点 上 的 指向 矢 n. 所 有 这 些 物理 
量 都 作为 坐标 和 时 间 的 未 知 函 数 出 现在 向 列 相 液晶 的 运动 方程 中 . 

在 平衡 状态 下 ,未 受 外 力作 用 (包括 容器 壁 的 作用 ) 的 静止 向 列 相 液晶 是 均 
匀 的 ;在 其 整个 体积 内 ,z =const. 在 形变 的 向 列 相 液 晶 中 ,指向 矢 的 方向 在 空间 
缓慢 改变 . 此 处 所 谓 缓慢 是 从 通常 宏观 理论 的 意义 上 理解 的 : 即 形变 发 生 实质 
性 变化 的 特征 长 度 比分 子 尺度 大 得 多 ,以 至 于 偏 导数 an;i/ax 应 看 作 小 量 . 

在 本 章 中 我 们 将 认为 所 有 的 热力 学 量 都 是 属于 单位 体积 形变 物体 的 ,而 不 
是 像 在 以 前 各 章 那样 属于 单位 体积 未 形变 物体 . 以 这 种 方式 确定 的 向 列 相 液晶 
的 自由 能 密度 由 未 形变 向 列 相 液晶 的 自由 能 F。(p,7) 与 形变 的 自由 能 相 
加 而 成 . 后 者 的 表达 式 由 n 的 偏 导 数 的 平方 项 组 成 ,其 一 般 形式 (C. W. 0seen ， 
1933;F. C. Frank ,1958 ;J. L. Ericksen ,1962 ) 为 : 








K 天 天 
Fi=F-F, = VR) + VR) 二 (XXX 


(36. 1) 
(参见 本 教程 第 五 卷 $140) ;我 们 注意 到 ,对 于 单位 矢量 n(7) ,由 于 恒等式 Vw 
三 0 ,等 式 
nxVxn=-(n:V)n (36. 2) 
是 正确 的 ,因此 式 (36. 1) 中 最 后 一 项 也 可 以 写 为 其 等 价 形式 KK[ (n* Y)n] /2. 
在 向 列 相 液 晶 力 学 中 ,能 量 (36. 1) 起 着 形变 固体 中 弹性 能 的 作用 ,是正 因 
为 它 的 存在 赋予 了 这 一 力学 某 些 弹性 理论 的 特点 9， 
式 (36. 1) 中 的 三 个 偏 微 分 组 合 的 平方 项 是 相互 独立 的 :其 中 任何 一 项 在 其 
它 两 项 等 于 零 时 均 可 不 为 零 . 因此 , 非 形变 状态 的 稳定 性 条 件 要 求 所 有 的 三 个 
系数 K, ,K, ,K;( 均 为 密度 与 温度 的 函数 ) 都 为 正 , 我 们 将 把 它们 称 作 向 列 相 液 
晶 的 弹性 模 量 (它们 也 被 称 作 弗 朗 克 弹 性 模 量 ) 
顺便 提 到 ,只 引起 Y n,n" Yxn,nxVxn 之 一 不 为 零 的 那些 形变 相应 
地 称 为 展 曲 ` 扭 曲 和 弯曲 @. 当然 ,一般 情 况 下 向 列 相 的 形变 同时 包含 这 三 种 因 
素 . 为 了 演示 这 几 种 基本 形变 的 特征 ,下 面 我 们 举 一 些 简单 例子 . 令 向 列 相 介 质 
充满 两 同 轴 圆 柱 表面 之 间 的 空间 ;r,p,z 为 以 圆柱 轴 为 z 轴 的 柱 坐 标 系 . 如 果 介 
质 中 每 点 的 指向 和 尔 严 都 指向 径 向 (mm =1,n。= n=0), 形 变 为 展 曲 形变 
(Yn=1/r). 如 果 每 点 的 指向 矢 都 沿 着 以 z 轴 为 圆心 的 圆周 (ns =1,n,=n,= 
0) ,所 出 现 的 形变 便 是 弯曲 形变 ((Y xn),=1/7). 最 后 ,假如 在 向 列 相 液 晶 的 



































@ 一 般 而 论 , 液 晶 的 形变 将 引起 其 介 电 极 化 ,从 而 导致 电场 的 产生 (参见 本 教程 第 八 卷 $17) ;这 一 
效应 通常 较 弱 ,故我 们 将 不 考虑 其 对 介质 力学 性 质 的 影响 : 我 们 也 不 考虑 外 磁场 对 液晶 性 质 的 影响 ;鉴于 
向 列 相 液晶 磁化 率 (事实 上 是 抗 磁性 的 ) 的 各 向 异性 ,磁场 对 其 显示 指向 作用 . 

@@ 这 几 个 形变 的 英文 术语 分 别 为 :splay,twist 以 及 bend. 
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平行 平面 层 内 ,指向 矢 沿 厚 度 (z 轴 方 向 ) 遵 从 n,=cosgp(z),n,=sing(z),n,=0 
的 规律 变化 ,我 们 得 到 的 是 纯 扭曲 形变 (n . V xn= -9g'(z)). 

约束 液晶 介质 所 占 空间 的 壁面 ,甚至 液晶 的 自由 表面 都 会 对 介质 施 以 指向 
作用 (下 面 将 会 对 此 进行 详细 讨论 ). 所 以 ,一 般 而 言 ,边界 面 的 存在 本 身 就 会 时 
致 玩 止 液晶 介质 的 形变 . 这 就 提出 了 寻找 决定 此 一 形变 的 方程 的 问题 ;也 就 是 
说 ,寻找 在 给 定 边 界 条 件 下 决定 n(r) 的 平衡 分 布 方程 的 问题 (J. L. Ericksen， 
1966 ) 

为 此 ,我 们 从 一 般 热 力学 平衡 条 件 出 发 . 按照 一 般 平衡 条 件 ,在 平衡 分 布 时 


物体 的 总 自由 能 , 亦 即 作为 函数 n(r) 泛 函 的 积分 | Pay 应 取 极 小 值 . 由 于 是 


单位 矢量 ,这 个 泛 函 应 当 在 附加 条 件 n” =1 的 情况 下 取 极 小 值 . 采用 熟知 的 拉 
格 朗 日 不 定 乘 子 法 ,要求 变 分 


人 -到 CD]dr (36. 3) 


等 于 零 , 其 中 乘 子 A(7) 为 r 的 某 一 函数 . 积分 号 下 的 表达 式 既 依赖 于 函数 mm (7) 
本 身 ,也 依赖 于 其 偏 导 数 . 我 们 有 


sjrdr= | i jn jar = 





= |{ 训 - 0 mdy + far am 内， (36.4) 


其 中 第 二 项 对 物体 表面 的 积分 仅 对 寻找 边界 条 件 重要 . 暂时 在 边界 上 仿 8n = 0， 
我 们 求 得 总 自由 能 变 分 


ardr a [a . SndVy, (36. 5) 
其 中 五 是 一 矢量 ,其 分 量 分 别 为 


F 
于 = Om ~ 


aF 
dn” TH (on) 
矢量 五 起 着 力图 将 液晶 整个 体积 内 的 指向 和 撩 “ 排 直 ”的 场 的 作用 , 故 被 称 作 分 
子 场 . 

于 是 ,方程 (36. 3) 取 如 下 形式 : 


f(a + An) . SndV = 0， 
鉴于 变 分 5n 是 任意 的 ,我 们 求 得 形 如 五 = -An 的 平衡 方程 , 由 此 得 到 入 = 
-五 - n, 亦 即 满 足 这 个 方程 的 纵向 分 量 是 由 拉 格 朗 日 乘 子 A 的 选择 确定 的 . 因 
此 ,平衡 条 件 实际 上 归结 为 矢量 五 和 在 介质 每 一 点 上 都 共 线 的 要 求 ,H 的 纵 


“中 为 了 简化 公式 书写 ,本 章 中 我 们 将 使 用 现代 文献 中 采用 的 坐标 微分 算 子 的 简化 符号 :6, = a/bsi. 





(36.6) 








Sr 
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向 分 量 没 有 物理 意义 . 所 以 ,平衡 条 件 可 表示 为 
h=H-n(n. 五 ) =0， (36.7) 
这 里 我 们 引入 了 矢量 有 , 它 满足 n+ h=0. 
下 面 我 们 来 求 与 自由 能 (36. 1) 对 应 的 分 子 场 的 显 式 . 为 了 取 对 in; 的 导 
数 , 我 们 注意 到 
Vn = dn, (VxXn), = emdn, 
(其 中 ex 为 反对 称 单 位 张 量 ) ,因此 





DVP 0 _ 
(un.) = 6,， bd = Cpi* 
结果 我 们 得 到 张 量 rs 的 表达 式 : 


Tn = KB V :n+t+K(n.V xn)ner + Kl(nxVxn) xn|,er. 
| (36.8) 
根据 式 (36. 6) 的 定义 进一步 作 微分 ,导出 以 下 足够 复杂 的 分 子 场 公式 : 
H=V(KIV:n)- {Kn: Vxn)VxntVx[K(n.:Vxn)nl|l+ 
+ {KlnxVxn|xVxnt+ 
+Vx[Knx(nxVxn)]|. (36.9) 
平衡 方程 的 边界 条 件 不 能 以 一 般 形式 确定 ,这 些 条 件 不 仅 依赖 于 弹性 能 如 
公式 (36.1) ,而 且 与 液晶 和 约束 液晶 的 器 壁 之 间 相 互 作 用 的 具体 种 类 有 关 , 此 
一 项 表面 能 本 应 包括 在 通过 取 极 小 值 来 确定 平衡 条 件 的 总 自由 能 中 . 实际 上 ， 
这 些 表面 力 通常 是 如 此 之 大 ,以 至 于 不 论 样 品 体积 中 形变 的 特征 如 何 ,表面 能 
本 身 就 可 以 确定 严 在 边界 上 的 方向 . 如 果 固 态 边 界 表面 是 各 向 异性 的 ,n 的 方 
向 可 以 完全 确定 (或 确定 几 个 方向 中 的 一 个 ). 如 果 表 面 是 各 向 同性 的 (自由 表 
面 属于 这 种 情况 ) , 则 只 可 给 定 n 与 表面 法 线 之 间 的 夹 角 ., 假如 这 个 角度 等 于 
零 ,n 的 方向 是 完全 确定 的 ,也 就 是 在 表面 的 法 线 方 向 . 假如 夹 角 不 等 于 零 , 则 n 
的 允许 方向 布 满 以 此 夹 角 张 开 的 锥 面 . 
对 于 后 一 种 情况 ,必须 提供 附加 边界 条 件 . 确定 这 个 附加 条 件 的 办 法 是 ,对 
于 在 表面 每 一 点 上 保持 固定 倾角 绕 法 线 旋转 的 n 作 变 分 5n( 亦 即 作 不 改变 表 
面 能 的 变 分 ) ,要 求 式 (36.4) 中 的 面积 分 项 等 于 零 . 这 种 变 分 的 形式 为 5n =zx 
Ho ,其 中 二 为 单位 法 向 矢量 ,ep 为 (在 表面 任 一 点 的 ) 任 意 旋 转角 . 将 表面 面 元 
表示 为 df =zdj 的 形式 ,我们 得 到 


fmriema na varidpdf = 0. 


由 于 89 为 任意 变 分 ,由 此 得 出 边界 条 件 为 
Niueimn Tin Vn = 0， (36. 10) 
或 者 ,将 z 轴 调 整 到 沿 > 方向 后 
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Tsny — Tyns = 0. (36.11) 
最 后 ,我们 对 出 现在 式 (36. 1) 中 的 弹性 模 量 再 作 如 下 的 几 点 注解 . 因为 这 
些 模 量 是 作为 自由 能 中 各 项 的 系数 引 人 和 人 的 , 故 等 温 形 变 是 由 它们 决定 的 . 但 是 ， 
容易 看 出 在 向 列 相 液晶 的 情况 下 ,这 些 系数 也 雇 定 绝热 形变 . 实际 上 ,在 $6 中 
我 们 已 经 看 到 ,在 固体 中 之 所 以 有 等 温 模 量 和 绝热 模 量 的 区 别 ,是 因为 在 自由 
能 表达 式 中 存在 应 变 张 量 的 线性 项 . 在 向 列 相 液晶 情况 下 ,起 类 似 作用 的 项 是 
偏 微分 9in; 的 线性 项 . 这 样 的 项 应 当 是 标量 ,而 且 是 当 nn 变 号 时 不 变 的 量 . 构造 
这 样 的 项 显然 是 不 可 能 的 (乘积 nn. V xn 是 履 标 量 , 击 唯一 的 真 标量 Vn 会 
随 nn 改变 符号 ). 出 于 这 个 理由 ,向 列 相 液晶 的 等 温 模 量 与 绝热 模 量 互相 等 辣 
(与 $6 中 各 向 同性 固体 剪 切 模 量 出 现 的 情况 相似 ). 这 些 论断 也 可 以 用 另外 的 
方式 表述 为 :在 没有 线性 项 的 情况 下 ,以 平方 项 组 成 的 弹性 能 (36. 1) 成 为 未 形 
变 物体 热力 学 量 的 一 阶 小 “修正 ;根据 “小 增 量 定 理 ”( 参 见 本 教程 第 五 卷 
$15) , 当 通 过 相应 的 热力 学 变量 (温度 或 焙 ) 表 示 时 ,这 个 能 量 修正 对 自由 能 和 
内 能 都 是 一 样 的 . 


$37 向 列 相 液 晶 中 的 直线 向 错 


在 给 定 边界 条 件 情 况 下 ,向 列 相 介 质 的 平衡 态 不 一 定 处 处 与 n(7) 的 连续 
分 布 相对 应 ,所 谓 na(r) 的 连续 分 布 指 的 是 在 介质 的 每 一 点 上 n 都 有 完全 确定 
的 方向 , 在 向 列 相 液晶 力学 中 ,也 必须 考虑 具有 会 奇 点 或 奇异 线 的 2(r) 场 的 形 
变 , 在 奇 点 或 奇异 线 上 ,n 的 方向 不 确定 . 线性 奇异 性 称 为 向 错 . 

出 现 向 错 的 可 能 性 可 用 简单 例子 来 说 明 . 考虑 处 于 长 柱 形容 器 中 的 向 列 相 
液晶 ,边界 条 件 要 求 n 垂直 于 容 带 壁面 . 我 们 自然 会 期 待 ,平衡 时 每 一 点 上 的 矢 
量 半 将 位 于 柱 体 的 横 截 面 上 且 指 向 此 截面 的 径 向 (如 图 27(a) 所 示 ) ;显然 在 这 
种 情况 下 ,n 的 方向 在 柱 轴 上 不 确定 ,因此 柱 轴 将 成 为 向 错 . 如 果 边 界 条 件 要 求 
在 圆柱 的 横 截 面皮 n 平行 于 右 壁 表面 , 则 矢量 n 将 会 建立 起 这 样 的 分 布 : 即 在 
这 些 平面 上 它 处 处 沿 着 以 柱 轴 为 圆心 的 同心 圆 排 布 (如 图 27(b) 所 示 ) ,此 种 情 
况 下 ,矢量 在 轴 上 的 方向 不 定 . 

这 两 个 例子 是 直线 向 错 的 简单 特殊 情况 . 现在 我 们 来 研究 无 限 向 列 相 介质 
中 (7) 分 布 为 直线 向 错 的 可 能 性 的 一 般 问题 . 显然 ,an(r) 在 这 种 向 错 上 的 分 布 
与 向 错 长 度 方向 的 坐标 无 关 , 因 此 只 需 在 冬 直 于 向 错 轴 的 平面 上 考虑 它 . 我 们 
将 认为 失 量 n 本 身 处 处 位 于 这 些 平面 上 . 故而 我 们 这 里 处 理 的 是 向 列 相 液晶 力 
学 的 平面 问题 . 这 时 不 必 研 究 具 体 的 平衡 方程 , 仅 从 普遍 概念 出 发 即 可 阐明 问 
题 之 解 的 若干 性 质 . 
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引入 柱 坐标 7r,g,z, 令 z 轴 沿 向 错 轴 . 前 面 已 经 提 到 ,n(r) 的 分 布 不 依赖 于 = 
坐标 . 这 个 分 布 也 不 可 能 依赖 于 坐标 7, 因为 在 
所 设 问 题 ( 无 限 介质 中 的 向 错 ) 中 没有 任何 带 
有 长 度量 纲 的 参量 ,使 得 人 们 可 借助 于 这 些 参 
量 构造 出 变量 > 的 无 量 纲 函数 来 ,而 2(7) 正 是 
这 种 函数 , 因而 我 们 所 要 求 的 分 布 只 能 依赖 于 
角 变 量 :n =z(p). 

在 平面 z=const 上 引入 4 与 到 该 平面 茶 给 
定点 的 径 和 天 之 间 的 夹 角 水 ( 见 图 28), 则 处 于 此 平面 的 二 维 矢量 n 的 分 量 为 

n, = cosy, n, = siny. 
极 角 gp 由 平面 上 某 一 选 定 方 向 ( 极 轴 ) 起 算 . 同时 引进 1 与 极 轴 间 的 夹 角 必 ; 易 
风力 = + 由 . 

所 要 求 的 解 由 函数 y(g) 确 定 . 这 个 解 应 当 满 足 物理 唯一 性 条 件 , 即 变量 w 
改变 2m( 亦 即 绕 坐 标 原点 转 一 圈 ) 时 ,准确 到 正 负 号 ,矢量 应 当 不 变 (因为 nn 
与 ~-n 的 方向 在 物理 上 等 价 , 故 允 许 符号 改变 ). 这 表明 ,应 当 有 

办 (pp +2T) = (9) +2mn, 
其 中 为 正 、 负 整数 或 半 整 数 (m”=0 对 应 于 “未 形变 ”状态 n = const). 由 此 ,对 
于 函数 VC(2) = 尹 -9p, 我 们 有 
ylp +2T) = 2T(P -1) +y(p). (37.1) 
其 中 数 n 称 为 向 错 的 弗 朗 克 指标 . 
导数 dy/dgp 由 如 下 平衡 方程 决定 ,其 形式 为 : 


dy 1 
de C0 
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方程 的 右 端 不 含 独立 变量 p, 这 是 方程 应 当 在 整个 ( 向 列 相 液晶 ) 系 统 绕 z 轴 作 
任意 转动 时 ( 亦 即 在 变换 wp 一 p + po。 下 ) 不 变 的 自然 推论 ;因为 水 与 WwW+T 在 物 
理 上 等 同 , 故 函 数 f(y) 是 周期 为 5 的 周期 消 数 . 由 此 

go = [f(x) as, (37.3) 
其 中 积分 常数 按 pg =0 时 y=0 选取 . 将 此 表达 式 代 入 式 (37.1) 后 ,在 n 关 1 时 
得 到 




















庆生 [A(x) a es 一 (3 
(f 上 的 横 线 表 示 对 函数 周期 作 平 均 ). 
由 此 我 们 可 以 得 出 关于 向 错 对 称 性 的 重要 结论 : 当 这 个 图 像 绕 z 轴 旋 转角 
度 po =2TZ2(2 -1) 时 水 改 变 了 严 , 也 就 是 说 所 有 分 布 保持 不 变 . 实际 上 ,考虑 
到 阔 数 f(yw) 的 周期 性 ,这 一 变换 导出 恒等式 


Ds 二 三 Ka)dz = [fx) ds + 三 au =p+fn. 
从 而 仅 由 一 个 单 值 性 要 求 就 自动 得 出 z 轴 为 C, 度 对 称 轴 的 结果 : 
m=2|n-1|, nzl1. (37.5) 
定义 指 问 矢 的 “ 流 线 ” 为 这 样 的 线 , 即 其 上 每 一 线 元 df (dl, = dr, dl, =rdp) 
都 平行 于 n. 这 些 线 的 微分 方程 为 

















dl, _n, 
dm 
亦 即 
dp -_ 
gn = tan yw. (37.6) 
由 此 可 见 , 流 线 中 包括 了 yw =pm (7 为 整数 ) 的 直线 在 内 . 这 些 直线 是 极 角 
为 
p= TT $=pr, p=0,12,m-1 (37.7) 
的 2 |n -1 | 条 径 向 射线 . 向 错 的 模 截 面 被 这 些 射线 分 成 m 个 相互 重复 的 同样 


我 们 转 而 具体 构造 向 列 相 液晶 平衡 分 布 的 解 中 ,液晶 的 形变 能 由 式 (36. 1) 
给 出 . 

















”向 列 相 液晶 中 让 =Ks 的 特殊 情况 的 问题 是 由 奥 森 ( C. WW, 0seen ,1933 ) 和 弗 朗 克 (了 . C. Frank， 
1958) 解 出 的 . 以 下 叙述 的 普遍 解 由 加 洛 辛 斯 基 (1. E. smonrzgcrwi,1970) 给 出 . 
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对 于 指向 矢 的 平面 分 布 ,我 们 有 




















1dn n, 1 
V-.:n= 7 de 二 eosy (1 +w'), 
d 
(V xn),=-— ! ee ee 
r dp 7 r 
nVxn=0 
(y'=dy/dp). 在 自由 能 中 仅 剩 下 带 有 天 和 天 的 项 中 : 
天 K 
[Furdrap = 本 [01 - aeos24) (1 + wp”) PY, 
4 r 
大 -Kk 
RR 


对 dr 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 处 理 实际 问题 时 ,这 一 积分 向 上 在 样品 长 度量 
级 的 尺 处 截断 ,向 下 则 在 宏观 理论 不 再 适用 的 分 子 尺 度量 级 的 距离 上 截断 . 在 
a <r 区 RR 的 距离 上 确定 我 们 感 兴趣 的 解 时 ,可 将 因子 























了 = 2 i 
当 作 常数 ,于 是 就 可 通过 求 泛 函 的 极 小 值 : 
: ba - acos2y) (1 + )dp = min (37.8) 
来 确定 平衡 分 布 y(9). 
这 个 变 分 问题 的 欧 拉 - 拉 格 郎 日 方程 为 
(1 - Qacos2y)” = asin2y (1 -yy”). (37.9) 
首先 ,这 个 方程 有 两 个 明显 的 解 : 
w=0 (37. 10) 
和 
i 加 


这 是 两 个 轴 对 称 解 ,分 别 对 应 于 图 27(a) 与 (b)® 所 示 的 解 . 这 些 解 是 单 值 的 , 亦 
即 这 些 向 错 的 弗 关 克 指 标 n=1 (参见 式 (37.1)). 
为 了 求 得 nz1 的 解 , 我 们 注意 到 方程 (37.9) 有 第 一 积分 久 











@ 在 下 面 的 被 积 函 数 表 达 式 中 ,我们 略 去 了 全 导数 (1 - acos2 由 )2y' = (2y -asin2y)' ,这样 做 并 不 
影响 变 分 问题 的 表述 . 我 们 在 此 将 重新 导出 平衡 方程 ,而 不 去 使 用 实际 上 需要 更 为 繁复 计算 的 一 般 方程 
(36.7) ,(36. 8). 

@ ”我们 注意 到 ,在 天 =KK,a=0 的 “ 简 并 ”情况 下 ,存在 具有 任意 = const 的 解 . 

图 ”如果 把 (37.8) 中 的 被 积 函 数 表 达 式 看 作 一 维 力 学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 (而 且 把 水 当 作 广义 坐 
标 ,p 当 作 时 间 ) , 则 (37. 12 ) 式 便 是 能 量 积分 . 
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OR 和 ES (G71 
由 此 求 得 形 如 式 (37.3) 的 解 ,其 中 函数 /(x) 为 : 
i (37. 13) 
常量 4 由 条 件 (37.4) , 亦 即 
Eee 09 [; 人 (37. 14) 





确定 (此 时 应 有 |a|q <1). 这些 公式 决定 了 所 要 寻求 的 解 . 对 于 每 一 个 n, 解 
都 是 唯一 的 ,这 是 因为 条 件 (37. 14) 左边 是 9 的 单调 递增 函数 ,只 有 单一 的 g 值 
能 满足 这 个 等 式 , 函数 (x) 是 偶 函 数 ,因此 yw(g) 是 奇 函 数 . 这 意味 着 平面 p=0 
是 分 布 的 对 称 平面 . 鉴于 C,。 对 称 轴 的 存在 ,还 会 有 过 z 轴 的 m -1 个 对 称 面 出 
现 . 最 后 ,显然 平面 z=0 也 是 对 称 面 . 因此 弗 朗 克 指标 为 的 向 错 具 有 完全 对 称 
点 群 D,,. 

当 m=2 时 ,由 (37. 14) 可 显然 得 出 go =1, 且 相应 的 解 为 

y= 9 = 3]2. (37. 15) 

为 了 定性 地 曾 明 所 得 到 的 解 的 特性 ,我 们 来 探讨 由 式 (37.7) 给 出 的 径 向 射 
线 pg =g, 附近 指向 矢 流 线 的 行为 . 在 这 些 射线 上 水 = pr 而 在 它们 的 附近 消 = 
PT 县 函数 (37.3) 成 为 常数 , 即 







































































de 1 -a 1/2 加 
人 |) (37. 16) 
由 此 ， 
-np ~ 二 (9 一 9) 
流 线 的 微分 方程 为 
dlnr _ 1 A 
dp NT pp 
从 这 个 方程 我 们 得 到 射线 近 旁 流 线 的 形状 为 
六 三 COnSt 1p -oo | (37. 17) 


如 果 以 射线 为 x 轴 建立 直角 坐标 系 , 则 在 射线 附近 r=x,p -wo,=7《x 且 流 线 方 
程 改写 为 
y = const * xl, (37.18) 
下 面 需 要 考察 各 种 不 同情 况 . 当 n 宇 3/2 时 ,我 们 有 7 -1>1, 而 且 从 式 
(37.14) 显 然 有 gq >0, 故 而 A >1. 在 这 种 情况 下 , 流 线 自 坐 标 原点 出 发 , 且 与 身 
线 相 切 . i 
当 n=1/2 时 ,参量 4 <0 日 与 之 相应 和 A <0. 对 方程 (37. 14 ) 的 数值 分 析 表 明 
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人 >0, 从 而 | 和 | >1. 由 式 (37.18) 可 见 ,y 随 着 x 增长. 接近 坐标 原点 的 区 域 不 
能 用 这 个 办 法 研究 ,因为 根据 式 (37.17) ,在 和 <0 时 ,小 量 p -9p, 所 对 应 的 是 大 
的 r+ 值 . 

最 后 , 当 n<0 时 ,参量 -1<A<0, 而 且 根 据 式 (37. 18), 当 x 一 w 时 7 一 0. 
流 线 渐 近 地 接近 射线 . 

29 中 示意 地 绘 出 了 具有 n=3/2,n=1/2 和 n= -1/2 的 向 错 的 流 线 . 

















n=3/2 =1/2 
_ m=l _ m=1 
Se ~ i 一 一 一 
pc ap el 
/ / ) / Lt 
1 7 2 Ee VY 7 ee 
. \ ~ (NGC 
\ NS NSSS= 全 
Ne 7 sd 一 ~ 一、 
Ra ~、、 
(a) (b) 
图 29 
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具有 弗 朗 克 指标 由 =1 的 向 错 的 轴 对 称 形变 (37, 10) ,(37. 11) (参见 图 27 ) 
是 在 器 壁 上 给 定 边 界 条 件 的 向 列 相 介质 平衡 方程 的 精确 
解 , 但 它们 并 非 这 些 问题 的 唯一 解 . 它们 只 是 平面 解 范畴 的 
唯一 解 . 如 果 我 们 去 掉 指 向 矢 严 处 处 都 位 于 垂直 于 容器 轴 
的 平面 上 这 个 假设 ,方程 可 能 还 有 其 它 的 解 ,而 且 这 些 解 在 
轴 上 不 具有 奇异 性 . 例如 ,如 果 边 界 条 件 要 求 指向 矢 严 重 
下 于 需 壁 , 则 在 这 种 非 奇异 性 解 中 ,指向 矢 的 流 线 处 于 子午 
面 上 并 有 图 30 所 示 的 形状 . 这 些 流 线 开 始 乖 直 于 壁面 , 然 
后 逐步 这 曲 地 趋向 轴 -=0, 因 此 在 轴 上 关 的 方向 是 完全 确 
定 的 . 不 仅 如 此 ,我 们 将 看 到 ,这 种 没有 奇异 性 的 解 因 为 比 
在 轴 上 有 奇异 性 的 解 总 弹性 自由 能 更 小 ,所 以 在 热力 学 上 
更 有 利 (P.E. Cladis ,M. Klé6man ,1972). 下 面 我 们 就 着 手 构 
造 这 个 解 . 

我 们 将 在 柱 坐 标 ">,p,z 中 寻求 加 对 称 且 沿 z 轴 均 匀 的 
形 如 
























































n, = cosx(r), n, =0, n, = sinx(r) (38.1) 


9 


的 解 (x 的 含义 见 图 30). 器 壁 上 的 边界 条 件 为 
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Y=0 (r=R), (38. 2) 
其 中 尽 为 柱 半 径 ,在 柱 轴 上 我 们 设置 条 件 
YY =T2 (r= 0), (38.3) 


与 前 面 指出 的 无 奇异 性 相对 应 . 我 们 有 


d 
(V xn), ee x 





dr 
1 drn,) 六 SosX 
Vy n= Sy i 二 一 sinX 本 本 


沿 z 轴 单位 长 度 的 形变 自由 能 为 
「 mrpad = 有 (Ksiny + Kscos'xy) | xy ”+ Kecos2y -Rsin2y -x'} dé, 
(38.4) 
其 中 的 ”号 指 对 变量 8=lnr 求 导 . 
平衡 方程 ( 亦 即 泛 郴 (38.4) 极 小 值 问题 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ) 的 第 一 积 
分 为 
(Ksiny + Kscos'x)x’” - Kicos'y = const. (38.5) 
根据 条 件 (38.3), 当 一 -%w 时 应 有 xX 一 T/2. 显然 ,此 时 应 有 XxX 一 7/2 时 Xx' 一 0; 
所 以 上 式 中 的 常数 等 于 零 ,结果 得 到 
/Kicosx 
(Ksinxy + Kycos'xy) 1 
由 此 求 得 满足 条 件 (38.2) 的 解 ; 
a RR (38.6) 
7 VR cosx 
与 式 (37.10) 所 给 出 的 向 错 相反 ,这 个 解 不 是 自 相似 解 ,其 中 含有 尺度 参量 R. 
积分 (38.6) 是 通过 初等 函数 表示 的 . 在 K > 的 假设 下 ,我们 可 写 出 解 的 显 式 
为 : 


X'" =- 











YL hsinx — ksinx hsin, k siny exp 14 一 resin in 
a 
i a 
大 2 EE,’ 
当 盖 0 时 ,mw/2 -x 以 正比 于 7 的 方式 趋 于 零 , 而 流 线 则 按照 指数 规律 7 cx 
exp(const ，z) 接 近 z 轴 . 


经 计算 ,给 出 与 此 解 相 关 的 自由 能 为 


四 ”被 积 函数 表达 式 中 的 最 后 一 项 对 变 分 问题 的 表述 无 关 紧 要 ,但 对 求 总 自由 能 则 是 必需 的 . 


页 
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R 
b Fa 2mrdr 和 mK, {2 + arcsin 有 | (38. 8 ) 
0 


我 们 注意 到 ,该 表达 式 一 般 与 容器 半径 尺 无 关 . 而 图 27(a) 所 示 的 解 式 (37. 10) 
给 出 的 向 错 的 能 量 为 





R 
[Fs .2mrdr = mKiL, (38.9) 


其 中 工 =In(R/a) 是 一 个 很 大 的 对 数值 , 它 的 出 现 与 轴 上 的 奇异 性 密切 相关 . 我 
们 看 到 ,与 具有 奇异 性 的 解 相 比 ,无 奇异 性 的 解 在 能 量 上 更 有 利 ( 假 如 系数 
不 是 反常 地 小 ). 

其 实 ,可 以 通过 连续 形变 的 ( 亦 即 不 发 生 任 何 间断 的 ) 途 径 , 即 采用 将 矢量 
n 逐步 从 平面 z= const 移 开 的 办 法 ,从 指标 n=1 的 向 错 场 n(7) 得 到 我 们 这 里 所 
研究 的 平衡 方程 的 轴 对 称 非 奇异 解 a(7). 这 是 我 们 将 要 在 下 一 节 阅 明 的 非常 
普遍 情况 的 一 个 实际 体现 . 











司 题 
1. 试 求 出 柱 形容 器 中 向 列 相 介质 平衡 方程 的 在 轴 上 无 奇异 性 的 轴 对 称 解 ， 
边界 条 件 与 图 27(b) 对 应 . 
解 : 我 们 寻求 形 为 


n, =0, ns = cosk(r)， n, = sinx(r) 


的 解 ,边界 条 件 为 
xX(R) = 0，X(0) = 六 - 
由 于 我 们 有 
(V xn), = cosx 袜 ， 
(V x n), = eX sinx 人 
Vn=0. 
自由 能 为 


「 2mrPudr 1KCsiaxeosx le 
平衡 方程 的 第 一 积分 为 
Kx’ - (K,sin’xycosx + Kscos'‘xy) = 0. 
积分 这 一 方程 得 到 以 下 结果 (假定 天 > K,): 
六 V1 - PsinY ~ k'sinx !2 
R 全 ai] 
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当 7 一 0 时 , 角 x 以 


的 方式 趋 于 Tm/2. 
这 一 形变 的 自由 能 为 


R 1 . 
人 总 “2Trdr = nk, {2 + prarcsink | 


图 27(b) 所 示 出 的 平面 向 错 的 自由 能 则 为 nkK,L. 
2. 试 研究 指标 n=1 的 向 错 对 形 如 64h(g) 的 小 扰动 的 稳定 性 (C. HH. 
AHHCHMOB, H. E. HagnroummHckni ,1972 ) . 
解 :(a) 未 扰动 径 向 向 错 场 (图 27(a)) 为 n,=1,n, =n,=0. 而 扰动 场 的 形 
式 为 : 
n, = cos OQcos®B ~1 -二 (9@; + $’), 


n, = cos Osin® ~ D, 
n, = sin@ ~ 是， 
其 中 角度 日 与 四 均 为 角 坐 标的 子 数 .与 该 扰动 有 关 的 能 量 是 
[Furdrdp = 条 [Le + 及 924+(R 天)02 -Kody. 
为 了 做 普遍 的 研究 , 需 令 
O(v) = > Oe”, Bl) = 》 Pe” 
并 将 能 量 表 示 为 所 有 日 ,,$, 的 函数 . 但 即使 不 这 样 做 已 可 马上 看 出 ,我 们 所 研 
究 的 向 错 对 @ 的 扰动 始终 是 不 稳定 的 ( 因 能 量 中 例 -KiO? 项 ). 
(b) 未 扰动 的 环形 向 错 场 (图 27(b) ) 为 :n, =n,=0,n,=1. 扰动 场 可 写 为 


n, = cos Oceos (至 +) ~- 0, 


a 


n, = cos @sin (到 + ~ 工本 (8@3 + 8), 


n, = sinO~=0 
的 形式 (注意 与 情况 (a) 比较 ,这 里 四 的 定义 有 改变 ). 相应 的 能 量 为 


2 
[rirdrdp = 和 [Ce + B) + (KK) D+ (K, -2K,) Ol dp. 


@, 和 DB, 是 最 “危险 ”的 扰动 ;相对 这 些 扰动 的 稳定 性 条 件 为 . 
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天 |，> Ks, 天 ，> 2K,. 

在 正文 和 习题 | 中 所 得 到 的 n=1 向 错 形 变 自 由 能 高 于 轴 对 称 非 奇异 解 能 
量 的 论断 ,只 是 表明 这 些 向 错 在 最 好 的 情况 下 也 只 能 是 亚 稳 的 . 现在 我 们 看 到 ， 
径 向 向 错 一 般 而 言 是 不 稳定 的 ,而 环形 向 错 在 符合 弹性 模 量 间 确定 关系 的 情况 
下 ,相对 于 所 给 出 的 扰动 是 稳定 的 . 

3. 向 列 相 介质 充满 两 平行 平面 之 间 的 空间 ,同时 ,边界 条 件 要 求 在 一 个 平 
面 上 指向 矢 重 直 于 平面 ,而 在 另 一 个 平面 上 指向 舌 平 行 于 表面 . 试 确定 严 (F) 的 
平衡 位 形 . 

解 : 显 然 平衡 位 形 将 是 平面 型 的 ,将 此 平面 选 为 好 平面 ,其 中 z 轴 王 直 于 边 
界面 (z=0 和 z= 用 的 平面 ). 令 

n, = siny(z)， n, = cosx(z). 
形变 自由 能 为 
[Fadz 三 于 fsinx + K,cos ylX’ dz. 


平衡 方程 的 第 一 积分 为 
(Ksiny + Kcos'xy)x’” = const, 
考虑 到 边界 条 件 ,由 此 得 到 


x T/2 
人 (Kisiny + Kcos'xy)” dy = | (Ksin’y + Kcos'x)” dy, 


二 E(x,k) 2 _ 有 一 大 
ECn/A2RY)’ KR 


其 中 (XY,k) 为 第 二 类 椭圆 积分 . 
§39 向 错 的 拓扑 性 质 


$37 中 给 出 的 弗 朗 克 指标 的 定义 本 质 上 是 以 向 错 中 形变 的 平面 特性 及 其 
沿 向 错 长 度 方向 的 均匀 性 为 前 提 的 . 现在 我 们 将 要 表明 ,在 向 列 相 介质 中 存在 
任意 曲线 向 错 的 普遍 情况 下 ,如 何 引 入 这 个 概念 . 

当 所 有 点 的 指向 矢 网 时 作 任意 旋转 时 ,向 列 相 液晶 的 能 量 不 变 . 从 这 个 意 
义 上 讲 , 向 列 相 液晶 的 状态 对 指向 矢 的 方向 是 简 并 的 ;这 些 方向 起 着 简 并 参量 
的 作用 . 这 里 我 们 引进 有 关 简 并 空间 的 概念 , 即 不 引起 能 量 改变 的 简 并 参量 变 
化 区 域 . 在 此 情况 下 , 简 并 空间 为 具有 单位 半径 的 球面 , 球 而 上 的 每 一 点 对 应 天 
的 一 个 确定 方向 . 但 必须 考虑 到 , 仅 有 于 的 正 负 号 区 分 的 向 列 相 液晶 状态 在 物 
理 上 是 等 同 的 . 换言之 ,球面 上 直径 两 端的 点 在 物理 上 是 等 价 的 . 因此 ,向 列 相 
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液晶 的 简 并 空间 是 这 样 一 个 单位 球面 9 ,在 这 个 球面 上 ,处 于 任意 一 条 直径 上 的 
两 点 在 物理 上 等 价 . 

我 们 想象 在 向 列 相 的 物理 体积 内 沿 某 一 封闭 回路 (我 们 称 之 为 y 回路 ) 围 
绕 位 于 其 中 的 向 错 线 转圈 . 在 转圈 时 我 们 跟踪 每 一 点 上 矢量 n 的 方向 . 将 y 回 
路 上 的 每 一 点 的 于 在 简 并 空间 球面 上 标 出 后 ,也 会 绘 出 一 条 封闭 回路 (我 
们 称 之 为 工 回路 ). 这 里 我 们 必须 区 分 两 种 不 同情 况 . 

第 一 种 情况 下 ,本 回路 是 一 条 真正 的 封 
闭 回路 . 返回 到 出 发 点 之 后 ,所 绘 点 描 出 一 条 
含 整 数 个 环 的 回路 (如 图 31 中 的 荆 和 芽 , 
回路 ,它们 对 应 的 整数 分 别 为 1 和 2). 这 个 
数 就 是 整数 弗 朗 克 指标 . 

在 男 一 种 情况 下 ,本 回路 从 球面 上 的 某 
一 点 出 发 ,而 终结 在 过 出 发 点 直径 的 另 一 端 
点 上 . 由 于 直径 的 两 个 端点 在 物理 上 等 价 ,这 
一 回路 也 应 当 看 作 是 “封闭 ”的 . 这 种 情况 下 
弗 朗 克 指标 定义 为 所 绘 点 描 出 的 半 整 数 环 的 
数目 (例如 ,对 于 图 31 中 的 刀 2 半 圆 回路 ,这 
个 数 n=1/2). 

球面 上 任意 封闭 回路 均 可 通过 连续 ( 即 不 使 回路 断 开 的 ) 形 变 的 方式 变换 为 
另 一 条 任意 回路 . 而 且 ,任意 一 条 封闭 回路 可 以 通过 连续 的 方式 收缩 为 一 点 2. 

起 点 和 终点 在 直径 两 端点 的 任意 回路 也 可 互相 转化 ,但 不 会 收缩 为 一 点 ， 
这 是 因为 尽管 在 形变 时 回路 的 端点 可 以 移动 ,但 这 两 个 端点 一 定 要 处 于 某 一 球 
直径 的 两 端 . 

因此 , 弗 朗 克 指标 不 是 拓扑 不 变量 ,拓扑 不 变 的 仅 是 弗 朗 克 指标 的 整数 性 
和 半 整 数 性 这 个 事实 . 

由 以 上 所 述 可 知 ,向 列 相 液晶 中 的 全 部 向 错 分 为 两 类 ,其 中 每 一 类 里 的 所 
有 向 错 都 是 等 价 的 ,这 些 向 错 可 以 通过 场 a(7) 的 连续 形变 相互 转变 (C. HH. 
AHHCHMOB, .EE, HagxourmHckn 盐 ,1972). 具有 整数 弗 妆 克 指 标的 向 错 组 成 一 类 
问 错 ;这 些 向 错 是 拓扑 上 不 稳定 的 ,它们 一 般 可 通过 连续 形变 的 方式 消除 . 整数 
指标 的 向 错 可 以 在 向 列 相 液晶 体积 中 结束 . 

另 一 类 向 错 由 具有 半 整 数 弗 庆 克 指 标的 向 错 组 成 . 这 类 向 错 是 不 可 消除 
的 ,它们 是 拓扑 稳定 的 . 


@ 这 一 儿 何 图 像 对 应 于 拓扑 学 中 所 谓 的 射影 平面 ， 
@ 回路 的 形变 可 反映 物理 空间 内 y 回路 的 改变 或 场 n(7r) 本身 的 变化 . 
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在 不 同 给 定 条 件 下 ,拓扑 等 价 结构 中 究 况 哪些 结构 实际 上 会 存在 ,取决 于 
这 些 结构 在 热力 学 上 是 否 有 利 , 因此 ,这 一 问题 超出 了 拓扑 分 析 的 范围 ， 
和 具有 线 奇异 性 的 向 错 一 样 ,向 列 相 介质 中 也 可 以 存在 点 奇异 性 . 这 种 奇 
异性 的 最 简单 的 例子 是 这 样 的 点 ,在 这 种 点 上 矢量 于 可 指向 一 切 方向 ( 像 一 个 
“ 刺 狂 ”)， 
为 了 弄 清 楚 点 奇异 性 的 拓扑 分 类 ,我 



































们 重新 回 到 作为 简 并 空间 的 单位 球 的 映射 ~ 

上 来 . 如 图 32 所 示 , 在 充满 向 列 相 液晶 的 本 

物理 空间 内 ,选取 由 某 一 围绕 奇 点 0 的 y 一 Sy 
回路 连接 的 两 个 点 4 和 及. 在 单位 球 上 有 


一 确定 的 一 回路 与 y 回路 对 应 . 现在 我 们 
使 y 回路 绕 直 线 4B 旋转 . 转 完 一 圈 之 后 ,y 回路 回归 原 位 ,并 在 物理 空间 内 绘 
出 一 个 封闭 曲面 o. 由 卫 回 路 绘 出 的 e 的 映射 号 可 能 会 不 止 一 次 地 覆盖 单位 
球 . 映射 了 覆盖 单位 球 的 次 数 N 是 奇 点 的 拓扑 特征 . 可 以 把 映射 号 想象 为 张 在 
单位 球面 上 的 一 层 封闭 薄 膜 ;显然 ,这 层 薄 膜 (不 对 它 进行 任何 切割 ) 无 论 如 何 
都 不 能 收缩 成 一 个 点 . 这 表示 了 奇 点 的 不 可 消除 性 . 如 果 N =0, 则 薄膜 根本 没 
有 包 履 单位 球 . 这 对 应 于 奇 点 不 存在 或 奇 点 的 可 消除 性 ,这 样 的 薄膜 可 以 收缩 
为 一 个 点 . 对 于 向 列 相 液晶 中 的 奇 点 ,N 的 符号 无 意义 : 它 的 反 号 只 意味 着 于 的 
方向 在 全 空间 全 部 倒转 ,并 不 影响 向 列 相 的 状态 . 

表征 点 奇异 性 的 数 N 只 能 取 整 数 . 容易 看 出 , 半 整 数 w 实际 上 表示 的 是 不 
可 消除 的 线 奇异 性 的 存在 ,而 不 是 点 奇异 性 的 存在 . 例如 ,如 果 马 覆盖 了 半 个 球 
面 (N=1/2) ,这 表明 ,跟踪 y 上 任意 一 点 在 单位 球面 的 映射 时 ,我 们 都 会 发 现 
这 个 点 在 单位 球面 上 措 绘 出 的 是 形 如 三 的 回路 ( 见 图 31) ,这 恰好 证 明了 有 具有 
弗 朗 克 指标 m = 172 的 不 可 消除 向 错 的 存在 @. 

与 向 列 相 液晶 中 奇异 性 的 拓扑 性 质 的 讨论 相 联系 , 我 们 简短 地 谈 一 谈 晶 格 
中 的 奇异 线 一 一 位 错 的 拓扑 解释 . 想象 晶 格 没有 边界 并 引入 指向 三 个 晶 格 基本 
周期 的 轴 x ,x; ,zs , 令 这 些 蝇 格 周期 的 量 值 分 别 为 wu ,as ,aa. 晶 格 洛 轴 和 ,xs ,和 
的 任意 平行 移动 不 改变 晶 格 能 量 . 简 并 参量 (移动 量 ) 的 变化 区 域 是 长 度 为 o, ， 
wo ,os 的 线段 ,而 且 每 一 线段 的 黄 个 端点 应 看 作 是 等 价 的 (因为 移动 一 个 晶 格 周 
期 后 品格 回复 到 自身 , 亦 即 保持 晶 格 状态 不 发 生变 化 ). 含 等 价 端 点 的 线段 拓扑 
上 等 同 于 圆周 . 因此 ,品格 的 简 并 空间 是 建立 在 三 个 圆周 上 的 三 维 区 域 . 这 个 区 
域 可 想象 为 相对 侧面 两 两 等 价 的 立方 体 或 者 四 维 空间 的 三 维 环 面 @. 在 这 样 的 

@ 在 整数 NN 情况 下 ,类 似 的 讨论 不 会 导致 相 似 的 结果 ,因为 整数 指标 的 向 错 是 可 消除 的 ,而 具有 整 


数 的 映射 对 应 的 是 不 可 消除 奇异 性 . 
@ 与 把 对 边 两 两 等 价 的 正方 形 拓 扑 等 价 于 三 维 空 间 的 二 维 环 面 类 似 . 
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环 面 上 ,不 存在 缩 为 一 点 的 回路 本 ,这 些 回 路 中 的 每 一 个 都 由 三 个 拓扑 不 变量 
ni,R2,n3 表征 ,n,m ,nm 分 别 为 环绕 形成 环 面 的 三 个 圆周 的 数目 . 如 果 回 路 一 
为 在 物理 空间 内 围绕 奇异 线 ( 位 错 ) 的 回路 y 的 映像 , 则 其 三 个 不 变量 等 同 于 伯 
格 斯 矢量 的 (以 相应 的 周期 a; ,aa ,os 度量 的 ) 三 个 分 量 . 因此 ,位 错 是 拓扑 稳定 
的 不 可 消除 奇异 线 ,而 其 伯 格 斯 矢量 是 拓扑 不 变量 . 
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运动 向 列 相 液晶 介质 的 状态 是 由 四 个 物理 量 在 空间 的 分 布 确定 的 ,这 四 个 
物理 量 是 ;指向 矢 ,质量 密度 p ,速度 和 和 密 度 5. 与 此 相应 ,向 列 相 液晶 运动 
的 流体 动力 学 完备 方程 组 由 给 出 上 述 物理 量 的 时 间 导 数 的 四 个 方程 组 成 (本 工 . 
Fricksen ,1960;F. M. Leslie ,1966) ©. 

先 从 指向 矢 的 方程 开始 . 如 果 向 列 相处 于 平衡 (以 致 h =0) 且 以 常 速度 在 
空间 作 整 体 运 动 , 则 这 个 方程 应 当 表述 的 是 n 的 值 在 空间 内 以 同样 的 速度 移动 
这 一 简单 事实 . 换 句 话说 ,是 每 一 液体 质点 带 着 自己 的 值 在 空间 移动 . 这 一 事 
实 应 当 以 有 对 时 间 的 全 导数 (或 称 随 体 导 数 ) 等于零 来 表示 , 即 

尝 = 训 + (vv)n=0. (40. 1) 
在 任意 运动 的 一 般 情况 下 ,方程 右 端 会 出 现 与 hh 以 及 速度 对 坐标 的 导数 有 关 的 
项 ;在 一 级 流体 力学 近似 中 ,不 消失 的 仅 限 于 这 些 量 的 线性 项 . 导数 9v,/9x, 组 成 
的 张 量 可 分 为 如 下 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 : 


1 
We 于 (3 + O10;), 人， = DECAD — 0.v,). (40.2) 


为 了 确定 对 02; 的 依赖 关系 , 仅 需 注意 到 向 列 相 液 晶 以 角速度 2 作 整 体 匀 速 转 
动 时 ,所 有 的 场 n(r) 也 将 以 同样 的 速度 转动 . 这 样 的 转动 由 以 下 方程 描述 : 
dn dn 


rn 


整体 转动 的 物体 上 点 的 速度 为 v= xr, 此 时 V xv=20, 同 时 ,对 指向 矢 的 变 
化 速率 也 得 到 表示 式 dn/di = 2 xn. 与 vw 有 关 的 各 项 的 组 成 受到 从 n* =1 得 出 
的 dn/di=0 的 限制 ,因此 ,我 们 得 到 指向 矢 运动 方程 的 如 下 一 般 形 式 : 

dn, 


I Din + A(Ba — Pini) nv + N,, (40. 3) 


















































= Vxvxn 或 


其 中 四 


@ ”本 节 我 们 部 分 地 仿效 了 D. Foster,T. C. Lubensky,P. C. Martin ,J. Swift,P. S. Pershan( 1971) 对 此 问 
Q@ ”引进 符号 NN 的 目的 ,一 是 为 了 将 后 面 某 些 公式 表示 得 更 清楚 ,二 是 为 了 在 8$43 中 作 进 一 步 
推广 . 
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Ne (40. 4) 
学 


式 (40.3) 中 W 这 一 项 表示 指向 矢 严 在 分 子 场 作用 下 向 平衡 态 的 弛 玉 ,而 第 二 
项 表示 速度 梯度 对 指向 矢 的 定向 作用 . 这 些 项 的 系数 y( 具 有 条 度 的 量 纲 ) 和 从 
(无 量 纲 ) 具 有 动 理学 (而 非 热 力学 ) 本 质 2 了 . 

液体 密度 的 时 间 导 数 的 方程 是 连续 性 方程 ，. 




















+ vy: (po) = 0. (40. 5) 
我 们 注意 到 ,这 个 方程 实质 上 是 把 流体 力学 速度 当 作 单位 质量 流体 所 携带 的 物 
质 流 密度 来 确定 的 . 
速度 的 时 间 导 数 的 方程 是 动力 学 方程 : 
Pp 时 =F, (40..6) 


其 中 正 为 作用 于 单位 体积 上 的 力 . 根据 在 $2 中 所 述 的 一 般 结论 ,此 积 力 可 表 
示 为 张 量 的 散 度 : 








F, = 0.0%, 
其 中 0 为 应 力 张 量 . 这 时 动力 学 方程 改写 为 
dz 
p=p (T+: Vw | = 00 (40.7) 


的 形式 . 应 力 张 量 的 具体 形式 留待 下 面 确定 . 

最 后 还 剩 下 一 个 灼 方程 . 不 存在 耗 散 过 程 时 ,液体 运动 应 当 是 绝热 的 ,而 
日 在 每 一 液体 元 中 都 是 绝热 的 ,这 些 液体 元 携带 着 自己 的 恒定 的 炉 值 移动 . 表 
示 精 和 守恒 的 方程 可 直接 写 为 炉 的 连续 性 方程 : 


aS 
ry. (Sv) =0 
tv (Sv) =0, 


其 中 5 为 体积 炉 ,而 ww 为 箭 流 密度 @. 考虑 耗 散 过 程 时 , 焙 方 程 的 形式 为 : 
93 ga) 2k 
at (Sut+ | a 
其 中 为 所 请 耗 散 函 数 ,2R/AT 确定 炉 增 加 率 3 ,这 个 量 是 由 张 量 vj 的 分 量 以 及 


矢量 有 和 温度 梯度 V7 组 成 的 二 次 型. 而 矢量 4 则 是 与 热传导 有 关 的 热流 密度 


@ 方程 (40.3) 右 端 没有 密度 梯度 和 炉 ( 或 温度 ) 梯 上 度 ,这 与 方程 对 于 空间 反 演 以 及 # 反 号 的 不 变 
性 有 关 . 关于 这 点 详 见 8 43， 
@@ ”这 个 方程 可 表示 为 其 等 价 形式 
d 5s 9 
i V0 
方程 所 表示 的 是 单位 质量 流体 粒子 所 携带 的 箭 为 常量 . 
图 如 同 在 833 中 一 样 , 函 数 2R 本 身 给 出 机 械 能 耗 散 率 (参见 本 教程 第 六 着 $79). 








(40. 8) 
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热流 密度 的 各 分 量 是 温度 梯度 矢量 各 分 量 的 线性 函数 ， 


q; = 一 和 9 人 (40.9) 
在 向 列 相 中 , 热 导 率 张 量 x 有 两 个 独立 分 量 并 可 表示 为 
Hp = 6 + x (6 — nin) (40. 10) 





的 形式 ,其 中 zy ,x 分 别 描述 纵向 和 横向 (相对 于 方向 而 言 ) 的 热 导 率 . 

流体 动力 学 中 的 能 量 守恒 定律 方程 为 

3 [Erg] +v.0=0, (40.11) 

其 中 瑟 为 内 能 密度 ,而 Q 为 能 流 密度 . 内 能 密度 已 = E+E,, 其 中 E(p,5) 对 应 
于 未 形变 均匀 介质 ,而 能 量 5 与 场 w(r) 的 畸变 有 关 . 根据 在 $ 36 中 最 后 一 段 
所 述 , 量 已 与 式 (36. 1) 中 的 自由 能 Pi 相同 ,区 别 仅 在 于 此 时 应 将 弹性 横 量 天 ， 
K, ,Ks 理解 为 由 密度 和 炉 表 示 而 不 是 由 温度 表示 

运动 方程 中 自然 应 当 包 括 能 量 守恒 定律 . 我 们 需要 利用 这 个 定律 建立 上 面 
提 到 过 的 函数 ,应力 张 量 0 与 矢量 NN 之 间 的 联系 . 

将 方程 (40.11) 中 对 时 间 的 导数 展开 ,并 计 及 热力 学 关系 式 


避风 2 
其 中 心 为 化 学 势 ? ,我 们 有 


9 [py wv Ap om op EA 9Fk, 
| | | . (40.12 
| 2 i A a ) 


我 们 来 单独 考察 一 下 上 式 中 最 后 一 项 . 引 人 式 (36. 6) 中 的 记号 7, ,我们 写 



























































出 
aF, aEsy on, an， 
和 
8 an) at 
ok, On; on, an on, 
Ea i 一 一 十 sy 三 一 h we aa 
人 ar | at 0. (ms at ) at am at ) 





(这 里 我 们 用 及 取代 了 互 , 因 等 式 n :6n/91 =0 成 立 , 五 的 纵向 部 分 自动 消失 ). 
将 式 (40.3) 中 的 9n/6i 代入 上 式 后 ,我 们 写 出 
dE 
全 
从 中 再 分 出 一 个 散 度 项 后 ,得 


”在 此 我 们 要 强调 ,这 里 5 是 对 应 于 给 定单 位 体积 的 ,而 在 此 体积 内 的 粒子 (分 子 ) 数 NN 是 变量 . 
在 本 教程 第 五 着 中 ,化 学 势 处 处 都 与 一 个 粒子 相对 应 , 亦 即 定义 为 = 9E/9N. 由 于 N=p/m(m 为 分 子 质 
量 ) ,所 以 这 里 所 采取 的 定义 与 第 五 卷 中 的 定义 只 差 一 个 因子 m. 为 避免 在 与 热力 学 关系 (3. 2a) 比较 时 
出 现 误解 ,我 们 特别 提醒 ,此 处 的 五 是 准确 意义 上 的 体积 内 能 ,而 在 8$3 中 , 量 多 定义 为 未 形变 物体 单位 
体积 内 的 物质 的 能 量 . 





) = (Vn + ans — Avam)h, ~- Neh+V.(.). 
p, 
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E 
(SS) (40. 13) 
p 


其 中 
6 Tor (nih ee oink + mh). (40.14) 


为 了 不 使 公式 过 于 庞杂 ,我 们 在 此 处 以 及 后 面 的 公式 中 ,对 散 度 号 内 各 项 的 具 
体形 式 一 律 略 去 不 写 . 这 些 项 对 于 求解 所 设 问 题 并 不 重要 ,在 本 节 的 末尾 ,我 们 
还 会 返回 来 讨论 它们 . 
表达 式 (40. 14) 还 可 写成 
6, = Oo + (OE),s (40. 15) 








的 形式 ,其 中 
a 全 (nh Pe (nh 3 0 165 
在 作 此 一 变换 时 ,使 用 了 等 式 
(0.E4),,s = om + T0001n,. 


张 量 go 名 的 定义 不 唯一 让 在 og 四 上 加 一 个 形 如 3,xw 的 任意 项 时 表 
达 式 (40. 15) 没 有 变化 ,其 中 x 为 对 后 两 个 指标 反对 称 (x = -xw) 的 任意 张 
量 . 尽管 张 量 (40. 16) 不 对 称 ,但 通过 添加 前 述 经 适当 选择 的 张 量 xi 的 项 ,可 将 
之 写成 对 称 的 形式 . 事实 上 ,我们 将 把 这 一 相当 元 长 烦琐 的 推导 留 在 本 节 的 最 

后 进行 ,现在 我 们 假定 r 名 的 对 称 化 已 经 完成 . 
将 式 (40.15) 代 入 式 (40. 13) 并 分 出 一 个 散 度 项 (考虑 到 eg 如 的 对 称 性 ) ， 

我 们 得 到 人 

( 邑 ) ， =-N.P+apm-(oaE)so+Yy:(…) (40.17) 


最 后 ,将 式 (40.5) ,(40.7) (40. 8) 以 及 式 (40. 17) 中 出 现 的 时 间 导 数 代 人 
式 (40. 12) ,同时 根据 











GE = (0,E),,s + M0ip + ToiS, 
将 五 的 (p 及 3 保持 不 变 时 的 ) 偏 导数 用 全 导数 表示 . 经 过 一 系列 变换 (分 出 散 
度 项 ) 之 后 ,结果 得 到 : 


0 pv 到 
二 +E| = onvs —N: 有 + 了 9 VT+2R+V'(…)， 








(40. 18) 
其 中 oj 与 oy 之 间 的 关系 为 








@ 因为 Eo =Eo(p,S) ;所 以 (6Ba)p,s = (OiE),,s: 
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on = 一 p6 t+ol +o’. (40. 19) 
而 压强 则 是 根据 其 热力 学 定义 
pp = 吧 一 已 +7S (40. 20) 
引信 的 (pu =$ 为 体积 热力 学 势 , 即 体 积 吉 布 斯 自由 能 ) ,理所当然 , 它 确定 应 力 
张 量 的 各 向 同性 部 分 . | 
将 式 (40. 18 ) 与 能 量 守 便 方程 (40. 11) 比较 后 ,我 们 看 到 
2R = ht Nh- gv (40. 21) 


这 个 函数 确定 由 耗 散 过 程 引起 的 篇 增 加 . 因此 十 分 清楚 ,在 式 (40. 19) 中 引入 的 
张 量 wx 代表 应 力 张 量 的 耗 散 ( 备 性 ) 部 分 . 方程 (40. 21) 中 不 含 go 外 , 它 代表 向 
列 相 液晶 所 特有 (与 普通 液体 不 同 的 ) 的 应 力 张 量 的 (除去 与 压强 有 关 部 分 外 
的 ) 非 耗 散 部 分 . 
我 们 也 注意 到 , 耗 散 函 数 中 不 含 系数 A. 尽管 此 无 量 纲 量 所 描写 的 效应 具 
有 明显 的 动 理学 (而 非 热 力学 ) 特 性 ,但 它 不 是 耗 散 性 的 @. 
运动 向 列 相 介 质 中 的 体积 力 密 度 为 
PF; =- OPp+ Gio + O04 二 ~ dp + FP" + hk. 
在 静止 的 平衡 (尽管 是 有 形变 的 ) 介 质 中 FF' =0, 而 按照 平衡 条 件 (36.7) ,也 有 大 
=0. 根据 式 (40. 14) 和 (40. 15) ,在 此 情况 下 力 
F™ =- (VE,),s, F=- Vp 三 (VE,),s. 
如 末 认 为 弹性 模 量 是 不 依赖 于 量 p 与 5 的 常量 , 则 有 (VE,),s=VE, 此 时 FF= 
一 V(p +E,). 而 在 平衡 时 ,应 当 有 =0. 由 此 得 出 ,在 前 述 假设 下 ,压强 在 平衡 
的 向 列 相 介质 中 的 分 布 由 公式 
= const -五 4 (40. 22) 






































给 出 @. 
现在 我 们 进行 前 面 提 到 过 的 将 张 量 o 外 对 称 化 的 操作 , 首先 ,我 们 以 显 式 
计算 这 个 张 量 的 反对 称 部 分 . 在 差 o4?” -0 的 计算 中 ,必须 考虑 表达 式 
. aF, 
了 二 Bn + TiN ~ THOn, 
对 于 指标 i,k 是 对 称 的 . 直接 验证 这 个 对 称 性 并 不 容易 . 利用 能 量 已 为 标量 从 
而 相对 于 坐标 系 的 任意 转动 不 变 的 事实 作 间 接 证 明 要 简单 些 . 对 于 无 限 小 转动 
@ 有 时 称 其 为 无 功 (reactive) 部 分 (因此 我 们 将 这 个 张 量 符号 的 上 标定 为 (r) ). 
@ 这 种 情况 不 是 唯一 的 , 试 回想 电动 力学 中 导体 的 霍 尔 效应 ,该 效应 也 与 耗 获 无 关 . 
图 ”如果 不 作 上 述 假定 , 则 可 将 恒定 温度 下 的 力 媚 写 为 百 = -p YA 的 形式 ,以 使 平衡 条 件 归结 为 通 
常 的 K = const 其 实 ,对 压强 的 表达 式 (40. 20) 求 导 并 计 及 热力 学 关系 dE = TdS +Adp + (dEs ),,s ,我 们 求 
得 -Vp= -pVp-SYT+(V Bi),s, 由 此 ,在 7T=const 情 况 下 得 到 上 述 F 的 表达 式 . 
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59 的 坐标 变换 为 


r =r+r, r= SPpxr， 


亦 即 
Bx, = BY Ei = epi = ~— Ep 
矢量 n 和 张 量 9in, 的 改变 分 别 为 
Bn; = en, (0.n) = er0inm + endm. 





函数 E, 在 此 转动 下 的 不 变性 意味 着 Byes =0. 因为 6 是 任意 反对 称 张 量 ,由 此 
必然 得 出 8B; 是 对 称 张 量 的 结论 ,这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 
知道 了 这 个 结论 后 ,容易 将 r 吧 写成 (2. 11) 的 形式 ,其 中 张 量 gi 为 
pin = DT, 一 有 ET 人 
此 后 即 可 直接 按 公式 (2. 13 ) 得 出 对 称 张 量 go?. 经 过 若干 推导 后 得 ; 


工 1 
on 分 ( nih; + nsh;,) 一 (Tadin + Tadin) 一 











1 
二 pa (Ti + Tu) ns 一 Tai 一 Ti. (40. 23) 


我 们 注意 到 这 个 表达 式 实 际 上 只 包含 张 量 7 的 横向 (相对 于 指标 ) 分 量 . 如 果 
将 rw 表示 为 以 下 形式 ; 
Ti = 万 多 十 Ti 
(因而 7 如 nj =0) , 则 在 式 (40.23 ) 中 就 只 剩 下 含 r 的 项 . 
最 后 ,我 们 回 过 头 来 处 理 那些 散 度 项 ,至 今 我 们 还 一 直 没 有 把 它们 写 出 来 . 
比较 式 (40. 18 ) 与 式 (40. 11) ,我 们 看 到 在 散 度 算 符 “YY ”内 所 有 项 的 总 和 定义 
了 能 流 密度 . 因此 把 所 得 的 最 后 结果 整理 成 : 


2 
Qi = (w + | V; — Ti — Vdns, + fan + An( va ~ ma Vn) | + 








+ (nh nh) vr + nh + mshi) vo, — oho ~ 0sT, (40.24) 
其 中 下 =Pp+ 巨 为 妈 . 式 中 第 一 项 与 通常 的 流体 动力 学 中 的 能 流 密度 表达 式 是 
一 样 的 . 
$41 向 列 相 液晶 的 耗 散 系数 
运动 方程 中 带 有 NN 与 o 的 项 表示 因 介质 偏离 热力 学 平衡 所 引起 的 弛 移 过 
程 ;此 一 非 平衡 性 导致 h 和 v 不 为 零 . 在 通常 的 流体 动力 学 近似 中 假定 非 平衡 


性 微弱 , 亦 即 在 一 定 意义 上 有 和 加 是 小 量 . 此 时 oh 是 hh 和 vw 的 线性 函数 . 
但 是 ,在 我 们 这 里 所 采用 的 运动 方程 的 形式 中 ,那些 合肥 的 项 不 必 写 进 
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0%. 其 实 ,这 些 由 天 和 严 的 分 量 组 成 的 项 的 形式 无 非 是 const . (mn +m 天) .而 
应 力 张 量 的 非 耗 散 部 分 a 外 (40. 23) 已 经 包含 了 这 种 形式 的 项 ;因此 将 类 似 的 
项 添加 到 a; 中 仅 归结 为 重新 定义 系数 和. 

ol 对 由 的 线性 关系 的 一 般 形式 为 


Oi = im Um » (41.1) 
同时 ,四 阶 张 量 wi 具有 由 zx 和 vw 的 对 称 性 导致 的 显然 的 对 称 性 质 
| Wiim 一 im ~ 和 ibm (41.2) 





除 此 之 外 ,这 个 张 量 还 具有 源 于 昂 萨 格 动 理学 系数 对 称 性 普遍 原理 的 更 
深刻 的 对 称 性 (参见 本 教程 第 五 卷 8 120; 如 同 在 832 中 一 样 ,本 节 后 面 的 叙 
述 中 ,将 使 用 本 教程 第 六 卷 $ 59 给 出 的 有 关 昂 萨 格 原理 的 表述 以 及 在 该 处 引 
进 的 x。 和 了 XX。 的 定义 ). 由 炉 增加 率 的 表达 式 2R/T 可 见 了 ,如 果 我 们 将 4 理解 
为 张 量 0 的 分 量 , 则 与 其 “ 共 思 ”的 量 ,将 是 张 量 - v,/7 的 分 量 @. 而 张 量 
7an 的 各 个 分 量 起 着 动 理学 系数 yw 的 作用 . 帅 萨 格 原理 要 求 等 式 y。= yy,,, 亦 
即 











Ph (41.3) 
考虑 到 上 述 对 称 性 质 , 张 量 mw 应 当 只 能 借助 单位 张 量 8 与 和 失 量 n 构成 . 
这 样 的 独立 线性 组 合 总 共有 5 个 , 即 
7 Nn + Mn, dn, 
nnd + Nmd + nn dy + nn, dy,, 
SB, udm + Hud,, 
因此 , 张 量 ma 共有 5 个 独立 分 量 ;我 们 将 用 这 个 张 量 所 组 成 的 应 力 张 量 的 形 
式 表示 为 : 
Oi =2m 0 + (ns — 1) Gav + (14 + nD; 一 2) CGRnad, + nnsvy) + 
+ (m3 一 271) (Po + nnva) + (ns + n+ m2 — 273 ~ 2774 ) PPT Vy, 
(41.4) 
上 式 中 各 种 系数 定义 的 合理 性 可 由 耗 散 函 数 的 如 下 表达 式 看 出 (此 时 取 z 轴 与 
nn 平行): 


1 2 
2R= 2 ( zu - 


2 2 
DF dap yy ) + 3 Uo 2773 Vo + 2n4 Das 十 





中 ”这 里 我 们 提醒 大 家 , 炉 增 加 率 是 通过 x。 和 不。 以 公式 2RM7 = - 5 %,X, 表达 的 


@ ”在 文献 中 通常 将 %。 和 XX, 称 为 相应 的 热力 学 流 和 热力 学 力 ， 
名 莱 斯 里 (F.M. Leslie,1966) 与 帕 罗 迪 (0. Parodi,1970) 曾 以 另外 的 形式 引入 向 列 相 液晶 的 耗 散 系 
， 数 . 看 来 ,文献 上 公认 的 向 列 相 波 唱 猪 性 系数 定义 的 选择 尚 竺 确立, 
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+ 有 (0337 + (41.5) 


其 中 下 标 a,B,y 可 取 % 和 yy 两 值 . 因为 应 和 故 系 数 mi ,7 ,73， 
ns ;XN ;XL 1 均 为 正 , 此 外 
77s > ms. (41.6) 

由 此 可 见 , 向 列 相 介 质 总 共 由 9 个 动 理学 系数 表征 ; 五 个 黏 性 系数 ,两 个 热 
导 率 ,一 个 也 具有 黏度 量 纲 的 系数 y 和 一 个 非 耗 散 的 无 量 纲 系数 人. 

在 运动 流体 可 看 作 是 不 可 压缩 流体 (为 此 ,流体 运动 速度 应 当 比 声速 小 ) 
的 重要 情况 下 ,运动 方程 中 出 现 的 笑 性 系数 数目 减少 . 不 可 压缩 流体 的 连续 
性 方程 简化 为 等 式 V .v= v=0. 应 力 张 量 (41.4) 中 的 第 二 项 完全 消失 ,而 第 
三 项 取 const' 8u(mmnton) 的 形式 . 我 们 发 现 ,最 后 一 项 对 耗 散 函数 无 贡献 . 这 
是 因为 ws = vi =0, 该 项 在 构成 弱 积 o iv 时 结果 为 零 . 除 此 而 外 ,这 一 项 与 
总 应 力 张 量 wx 中 的 -p56; 项 具有 同样 的 张 量 结构 . 同时 在 不 可 压缩 流体 动力 
学 中 ,压强 (和 速度 一 样 ) 纯 粹 是 由 运动 方程 解 的 结果 所 决定 的 坐标 和 时 间 的 
未 知 函 数 之 一 ,在 此 它 不 是 与 状态 方程 中 其 它 类 似 量 有 关 的 热力 学 量 . 因此 
应 力 张 量 中 的 -p58y 项 和 const . 3 (mm io) 项 可 以 互相 结合 ,简单 地 归结 为 
重新 定义 的 压强 . 这 样 一 来 ， 不 可 压缩 向 列 相 渡 咏 的 蔚 性 应 力 张 量 简化 为 表 
达 式 


Oi = nv + (m3 一 271) Riniv + Rniva) + (7 + Wi 一 2773 ) nnnin, Vi 























(41.7) 
(其 中 5 ,=m +ms -274) ,表达 式 中 总 共 只 有 三 个 独立 的 竺 性 系数 . 
相应 的 耗 散 函数 (z 轴 沿 ee 
2R =2n, (we da0, . + V2 + W305, + 
1 高 名 1 ,a 
+ ly (0.7) + x, (0,.7) } he (41.8) 


(注意 vs + v=0) ,不 等 式 (41.6) 保 证 了 上 式 中 的 5, 恒 为 正 . 
习 题 


具有 弗 朗 克 指标 屎 =1 的 直线 向 错 垂 直 于 其 轴 向 运动 , 试 确定 作用 于 该 向 
错 上 的 力 (H. Imura,K. Okano ,1973 ). 

解 : 考 虑 向 错 在 坐标 系 内 静止 且 与 z 轴 重 合 ,而 液体 以 恒定 速度 v 沿 x 轴 运 
动 . 在 此 坐标 系 内 ,向 错 中 的 分 布 8(r) 是 稳 恒 的 , 且 由 以 下 公式 (图 27(a) 所 示 
具有 径 向 指向 拓 流 线 的 向 错 ) 给 出 : 
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n, = cosp， n, = sing, 
其 中 极 角 p=arctan(y/x). 由 于 是 均匀 流动 ,在 方程 (40.3) 中 ,我 们 有 6n/69t=0 
及 vi =0, 于 是 该 方程 成 为 : 
on hh 


加 
由 此 ,我 们 求 得 因 运 动 而 产生 的 弱 分 子 场 


09 
h = vxn— 
YY ax， 


其 中 耳 为 z 轴 方向 的 单位 矢量 (不 存在 运动 时 ,分 子 场 有 =0, 因 为 静 正 向 错 是 介 


单位 长 度 的 向 错 在 单位 时 间 内 耗 散 的 能 量 由 以 下 积分 给 出 : 
[2Radxay = myvL, L= bm 六， 
其 中 民 为 运动 区 域 的 横向 尺度 ,a 为 分 子 尺 度 , 这 一 耗 散 应 由 作用 于 向 错 的 力 f 
所 作 的 功 巡 来 补偿 . 因此 我 们 求 出 
f = myvL. 
对 于 具有 圆 形 流 线 的 向 错 ( 见 图 27(b)), 也 可 得 到 同样 结果 
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向 列 相 液晶 的 完备 精确 流体 力学 方程 组 非常 复杂 . 在 小 振动 情况 下 ,方程 
组 自然 可 以 简化 ,因为 此 时 允许 把 方程 线性 化 . 

在 着 手 研究 小 振动 在 向 列 相 介质 中 传播 之 前 ,我 们 先 回 忆 一 下 在 普通 液体 
中 存在 的 那些 振动 模式 . 首先 是 具有 色散 关系 w = ch 及 传播 速度 为 

5 
店主 | (42. 1) 

的 声波 ,所 谓 色散 关系 指 的 是 频率 w 和 波 矢 天 之 间 的 关系 .声波 中 振动 是 纵向 
振动 (参见 本 教程 第 六 着 8$ 64). 

其 次 ,存在 色散 关系 为 





iw = 也 妃 (42. 2) 
p 








的 强 阻 尼 黏 性 波 ,其 中 7 为 犁 度 (参见 本 教程 第 六 卷 $24). 这 些 波 是 波 速 v 垂 
直 于 波 矢 天 的 横 波 ,因此 常 被 称 作 剪 切 波 . 剪 切 波 可 以 有 两 个 独立 的 偏振 方向 ， 
色散 关系 与 偏振 方向 无 关 . 

最 后 ,在 静止 液体 中 有 温度 (以 及 焙 ) 的 小 振动 传播 ,这 种 波 具 有 强 阻 尼 黏 
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性 波 那 样 的 色散 关系 





iw = xbk, (42. 3) 
其 中 xXx 为 介质 的 温 导 率 (参见 本 教程 第 六 卷 $ 52). 

向 列 相 介质 中 也 存在 相似 模式 的 波 . 然而 ,向 列 相 液晶 中 由 于 附加 动力 学 
变量 一 一 指向 矢 nn 的 存在 ,还 会 导致 这 种 介质 所 特有 的 新 类 型 波 的 出 现 (P. G. 
de Gennes,1968 ) . 

我 们 从 向 列 相 中 的 普通 声波 开始 . 容易 看 出 ,在 波长 足够 长 ( 亦 即 % 值 足够 
小 ) 的 极限 下 ,与 新 动力 学 变量 的 存在 有 关 的 声速 修正 很 小 ,因此 声速 仍 由 原来 
的 简单 公式 (42. 1) 给 出 . 将 振动 介质 中 的 指向 矢 表示 为 n =n。 + 6n 的 形式 ,其 
中 mo 为 在 介质 各 处 均 取 常量 的 未 扰动 值 ,而 5n 则 为 变化 的 小 量 . 由 于 到 = 到 
=1, 故 mo 5n =0. 将 方程 (40.3) 的 左 端 与 其 右 端的 前 两 项 相 比 较 , 得 出 osn ~ 
fv, 亦 即 5n ~ ve. 在 这 一 近似 处 理 中 ,根据 式 (36. 9), 分 子 场 hx 所, 故 式 
(40. 3) 右 端 第 三 项 NN =h/y 是 更 高 阶 的 小 量 . 所 以 ,液体 能 量 密度 中 的 E, 项 为 


E, ~ K(k8n)’ ~ Rl 


亦 即 相对 于 ~pw 的 主导 项 ,这 一 项 的 量 级 为 忆 . 所 以 ,在 这 一 近似 下 这 部 分 能 
量 可 忽略 不 计 , 从 而 前 面 关 于 声速 的 论断 得 以 证 明 . 

在 以 下 相对 于 小 量 上 的 近似 中 ,出 现 与 耗 散 过 程 有 关 的 声 吸 收 . 与 普通 流 
体 相 比 ,向 列 相 液晶 的 特殊 之 处 在 于 声 吸 收 的 各 向 异性 ,在 这 种 介质 中 , 声 吸 收 
依赖 于 声波 的 传播 方向 (参见 习题 1). 

向 列 相 中 其 它 的 振动 类 型 都 具有 类 似 于 式 (42. 2) 和 (42. 3) 所 表示 的 色散 
关系 :wx 记 . 这 表明 ,在 足够 小 的 条 件 下 ,对 于 所 有 情况 都 有 w << chk. 同样 ,由 
此 可 以 推断 出 ,在 这 些 振动 中 液体 可 看 作 是 不 可 压缩 的 0. 此 时 连续 性 方程 化 为 
V .v=0, 或 对 平面 波 而 言 ,i. v=0. 因此 ,相对 于 振动 传播 速度 ,我 们 所 研究 的 
振动 为 横向 振动 一 一 前 切 振动 . 

为 了 研究 所 有 这 些 振动 , 令 n =n。 + 5n,p =po + 5p, 我 们 将 运动 方程 线性 
化 . 在 一 级 近似 下 ,分子 场 与 4 的 导数 成 线性 关系 ,从 而 与 Sn 成 线性 关系 : 

H=K1 VV:6n-KVx|ln(n :VxSn)]+ 
+ Ks Vx[n, x (n, xVYx 5n)]. (42.4) 
应 力 张 量 的 “无 功 ” 部 分 (40. 16 ) 中 的 第 一 项 是 5n 的 二 次 方 项 ,因此 应 略 去 . 还 
应 当 略 去 在 方程 (40.7) 中 构造 张 量 梯度 ac 多时 出 现 的 二 次 方 项 和 该 方程 左 端 
的 (v. V)u 项 . 结果 运动 方程 简化 为 ; 
@ 我 们 注意 到 (参见 本 教程 第 六 卷 $ 10) ,在 <<c 和 7 交 zc 的 条 件 下 ,可 将 作 非 定常 流动 的 液体 


看 作 不 可 压缩 流体 ,此 处 7 和 1? 分别 是 液体 速度 发 生 显著 变化 的 时 间 和 空间 间隔 . 对 于 振动 运动 ,第 一 个 
条 件 在 振动 振幅 足够 小 的 情况 下 总 能 满足 ,而 第 二 个 条 件 表达 的 恰好 是 w/t < e 的 要 求 . 
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Ov; 1 A 
par = ~ O06p + FT (Nodrhs — Nosh;) 一 Foorhs + nosh;) + O40 sp: 


(42.5) 
在 方程 (40.3) 中 ,只 需 在 方程 右 端 的 前 两 项 中 将 n 换 作 on el) 
(v* V)Sn 项 , 即 可 得 到 
007， 
of 
鉴于 等 式 n。: 5n =0 和 w=0 成 立 , 矢 量 Sn 和 vw 各 自 仅 有 两 个 独立 分 量 . 因 
此 方程 (42.5) 和 (42.6) 组 成 含 4 个 线性 方程 的 方程 组 . 这 些 方程 确定 4 个 振动 
模式 ,其 中 每 一 个 模式 内 ,无 论 速度 还 是 指向 矢 都 经 受 耦 合 振动 . 然而 ,由 于 无 
量 岗 关系 


1 
= (nos + A( Bi — ono) nor Up + (42.6) 











We (42.7) 
了 
(此 处 天 与 了 分 别 为 向 列 相 液晶 的 弹性 模 量 与 其 秋 性 系数 01, 7:,m3，,y 的 数量 
级 ) 通 常 是 ~ 10 一 10… 的 小 量 , 情 况 可 以 大 大 简化 . 以 下 将 会 证 明 , 在 此 情况 
下 ,可 以 区 分 出 两 类 本 质 上 不 同 的 振动 类 型 ,对 其 中 的 每 一 种 类 型 ,方程 (42. 5) 
和 (42.6) 都 允许 一 定 的 简化 . 
其 中 之 一 的 频率 与 波 矢 关系 为 : 
iw ~ 7， (42.8) 
p 


与 式 (42.2) 相似 (根据 下 面 将 要 给 出 的 理由 ,这 类 振动 称 作 快 剪 切 振动 ). 此 时 
在 方程 (42.5) 和 (42.6) 中 所 有 含 瑚 的 项 均 可 略 去 .实际 上 ,由 式 (42.8) 可 知 


因此 分 子 场 
h ~ Kian -PK 
7 


利用 这 一 估计 容易 确认 ,与 方程 中 含 v; 的 项 相 比 ,含有 的 项 是 比值 ~ 的 小 量 . 
于 是 对 于 快 剪 切 ,方程 约 化 为 
0v, 


PH = 0m- 90;3p ， (42.9) 


人 = anog + A ~ nonor) Nor Vi (42. 10) 

因 第 一 个 方程 不 含 5n, 故 速度 的 振动 和 色散 关系 由 它 确定 ,然后 由 第 二 个 方程 
直接 给 出 伴随 的 指向 矢 振动 (见习 题 2). 

现在 我 们 转 到 << 1 条 件 下 的 第 二 类 剪 切 振动 , 亦 即 向 列 相 液 量 特有 的 指 
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问 矢 慢 振 动 的 讨论 . 在 这 些 振动 中 ,指向 矢 变化 部 分 的 数量 级 是 通过 方程 
(42.6) 左 端的 导数 98n/6i 与 方程 右 端的 h/y 项 之 间 的 大 小 相当 来 确定 的 :wanr ~ 
h/y, 且 由 于 有 ~ Kk 5n, 这 些 振 动 的 色散 关系 定性 地 由 关系 式 


2 
a (42. 11) 
7 





给 出 . 显然 ,方程 (42.5) 左 端的 导数 pav/9i ~ pzw 远 小 于 方程 右 端 的 项 ac ~ 
721 项 要 小 ,因此 可 以 略 去 . 

方程 

2 (nduh, ee noah pn 
(42. 12) 

确定 速度 振动 和 指向 矢 振动 之 间 的 联系 ,之 后 由 方程 (42. 6) 得 出 色散 关系 ( 见 
习题 3). 

注意 式 (42. 11) 和 式 (42.8) 给 出 的 两 个 频率 之 比 w/w, ~ 从 因此 对 于 同样 
的 天 值 ,频率 w, 比 频率 w; 小 ,故而 相应 的 振动 被 称 作 慢 振动 和 快 振动 . 

最 后 我 们 指出 ,静止 向 列 相 液晶 中 的 温度 振动 与 通常 液体 中 相似 的 振动 稍 
有 区 别 ,区别 仅 为 前 者 在 与 式 (42.3) 相似 的 色散 关系 中 出 现 了 各 向 异性 (见习 
题 4). 








习 题 


1. 试 确定 向 列 相 液晶 中 的 声 吸收 系数 . 

解 : 声 吸收 系数 上 由 比值 

R 

i 

算出 (参见 834) ,同时 耗 散 函 数 由 公式 (41.5) 给 出 . 在 此 情况 下 , 式 (41.5) 中 
的 有"/y 项 可 忽略 不 计 . 实际 上 如 正文 所 述 , 分 子 场 hx, 因 此 及 /ycxk 刀 , 而 民 
中 其余 各 项 均 正比 于 波 夭 重 的 较 候 阶 上 阶 . 简单 的 计算 导出 以 下 结果 加 ， 


i 


Te 了 | Cm + m2) + 2(73 + m4 — 11 — 2)cos 0 + 


太 = 





+ (D1 +7 + ns 二 27， 一 274)cos b+ [x,+ (xy — x, )cos 0] (二 -二 ) 和 


Cp 


其 中 0 是 波 矢 K( 也 是 速度 0) 与 指向 矢 之 间 的 夹 角 . 吸收 系数 中 热传导 部 分 





@ ”这 里 我 们 把 这 个 量 记 为 ,以 避免 与 耗 散 系数 7 混淆. 
@@ 计算 平方 项 时 ,所 有 的 振动 项 当然 都 应 写 为 实数 形式 ,这 些 项 与 + 和 + 的 关系 由 cos(k* -wr) 
给 出 . 
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的 计算 与 对 通常 流体 所 作 的 计算 完全 相似 一 一 参见 本 教程 第 六 卷 8$79( 式 中 
csc, 为 质量 热 容 )， 
2. 试 来 出 快 剪 切 振动 的 色散 关系 
解 :对 于 平面 波 (zccexp( 这 .rr 一 iot)) ,方程 (42.9) 的 形式 为 
~ ipwv, = ~ ikSp + 这 io 
不 可 压缩 向 列 相 液晶 的 各 性 应 力 张 量 由 方程 (41.7) 给 出 . 考虑 到 了 为 横向 振 
动 ,v， k=0, 通 过 简单 计算 ,将 方程 化 为 以 下 形式 :了 
ipwv = ik8p + ak vy + ak n(n v) +akk(n. v), (1) 
其 中 


1 
ou = Ti + 本 (Op 29))cos 0， 
1 2 2 
Qs BERYL -271) + (12 + 1 -273)cos 0， 


1 
Ca 二 3 (7 2n1)cos0, 


式 中 的 6 为 大 与 天 之 间 的 夹 角 . 以 矢量 大 点 乘 方程 (1) 后 ,我 们 得 到 用 速度 振动 
表示 压强 振动 的 公式 : 

| ap = ik(n*: vw) (as + a,cos0). (2) 
我 们 所 要 求 的 色散 关系 由 方程 (1) 的 横向 分 量 确定 . 将 此 方程 点 乘 拓 量 严 X 天 ， 
我 们 得 到 与 矢量 和 nn 组 成 的 平面 要 直 的 Uv 振动 所 对 应 的 色散 关系 : 


2 2 
iw | = Ca SS (msin’ + 了 aeos:g | ， 
p p 2 


偏振 处 于 上 述 平 面 的 振动 的 色散 关系 ,可 由 方程 (1) 点 乘 正 并 借助 方程 (2) 消 
去 Sp 得 到 : 
iwy = + a(0)sin’0)} = eae + m2)sin’20 + seos"201. 
p pl4 2 
这 两 个 色散 关系 显然 与 定性 估计 式 (42.8) 相 符 . 
3. 试 求 出 慢 剪 切 振 动 的 色散 关系 . 
解 : 对 于 平面 波 (Bn exp( 计 "了 一 i@wt) ) ,线性 化 分 子 场 为 
h=H-n(n.H) = 一 天 | 大 一 天 (天 天) (KE 8n)- 
-Kv(pv* 5n) 一 天 (大 n)’Sn, 
其 中 
v=nxk (vy = ksin’g). 


于 是 ,方程 (42.12)( 其 中 oi 采用 公式 (41.7) ) 有 以 下 形式 : 





@ 为 简化 公式 书写 ,在 以 下 的 习题 中 我 们 都 略 去 了 mo 的 下 标 0. 
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-该 Sp - ak rv- akn(n: v) - akk(n. v) + 

.1—A .1+A 
Pi ("hi 
(方程 中 的 通 数 a1(0) 和 a,(0) 由 习题 2 确定 ). 将 此 方程 点 乘 mm 我 们 求 得 偏振 
重 直 于 k,n 平面 的 Vv 与 6n 振动 之 间 的 联系 : 


.1 + 从 . ] 十 
ai( pz) =-i 5 (nk)(h.yvy) = 1i 





h(n:k)=0 (1) 


4^(E .mn)K (v. Sn), (2) 








其 中 
kK, = K,sin’0 + K,cos’0. 
我 们 进而 写 出 方程 (42.6) 点 来 上 之 后 的 形式 : 


生 





i EK, 
-iw(p* 5n) = 三 (1+A)(E 大) oo) 一 (py: 6n). 
借助 方程 (2) 从 上 式 中 消去 (py. v) ,我 们 得 到 偏振 重 直 于 k,n 平面 的 振动 的 色 


散 关 系 : 





_ 2 1 (1 + A)’cos’0 
w= EK, {+ 4 

为 了 求 得 偏振 在 天 , 严 平 面 内 的 振动 的 色散 关系 ,我 们 先 在 天 ,天 平面 内 求 出 
方程 (1) 重 直 于 夭 量 开 方向 的 分 量 , 再 点 乘 以 用, 由 此 给 出 : 


(ma(a +a,sin’0) = 0 + Acos20) Ky, (大 5n), 


其 中 
kK, = Ksin’0 + K,cos’0. 
对 方程 (42.6) 作 同样 运算 ,我 们 得 到 
人 之 
iw(k: Sn) = 二 (1 + Acos20) (Po + EK (Ck. Bn). 
2 7 


从 所 得 的 两 个 方程 中 消去 (天 .mm) ,我 们 求 得 色散 关系 
2 1 + Acos20) 
wy 属 4 } 

这 里 求 得 的 两 个 色散 关系 与 定性 估计 式 (42. 11) 也 是 一 致 的 0. 
4. 试 求 出 静止 向 列 相 液晶 中 温度 振动 的 色散 关系 . 
解 :对 不 可 压缩 向 列 相 液晶 的 方程 (40.8) 作 与 对 普通 液体 情况 完全 一 样 的 
变换 (参见 本 教程 第 六 卷 $50) ,导出 方程 
97 


ik 
Bf = Xadi0:T, Xi = pe, = Xy Tin t+XL (8 — nn) , 





中 在 为 实数 情况 下 ,实数 iw 应 当 为 正 , 亦 即 振动 应 当 随 时 间 豪 减 ( 而 非 任意 增长 ). 在 习题 2 和 
习题 3 中 求 得 的 所 有 色散 关系 均 具 有 这 一 性 质 . 
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zy 由 式 (40..10) 给 出 . 对 于 8Tec exp( 达 7-iot) 的 温度 振动 ,我们 求 得 色散 
关系 
im = Fr (xy cos’0 +xX, sin’0). 
$43 胆 委 相 液晶 力学 
胆 委 相 液 晶 ( 胆 当 相 ) 与 向 列 相 液晶 的 差别 在 于 ,在 胆 当 相 中 缺少 反 演 中 心 
这 一 个 对 称 元 素 , 而 指向 矢 的 方向 与 ~n 仍 像 以 前 一 样 是 等 价 的 (参见 本 教 
程 第 五 卷 $140). 
缺少 反 演 中 心 的 后 果 , 表 现在 形变 自由 能 中 出 现 了 指向 矢 导 数 的 线性 
项 一 一 尾 标 量 n， V xn. 形变 自由 能 的 一 般 形 式 可 表示 为 
FI = A a "Vxn+gq)’ 全 x Vxn)’, (43.1) 
2 2 2 
其 中 参量 q 的 量 纲 为 长 度 的 倒数 . 胆 欠 相 与 向 列 相 的 这 一 差别 导致 介质 平衡 
(无 外 力作 用 ) 状 态 特 征 的 根本 性 变化 . 此 时 平衡 态 不 再 像 向 列 相 液晶 那样 是 空 
间 均 匀 ( 即 n= const) 的 . 
与 胆 省 相 液晶 平衡 状态 对 应 的 指向 天 于 方向 的 分 布 满足 以 下 方程 : 








V:n=0, 7.Vxi=-d， nxVxn=0 (43.2) 
(这 种 分 布 对 应 于 自由 能 (43. 1) 取 等 于 零 的 极 小 值 ). 这 些 方程 的 解 为 
n, = cosqz， my = singz, n, = 0. (43.3) 


这 种 称 为 螺 型 结构 的 解 结构 可 以 想象 为 将 n = const 初 始 指向 xy 平面 茶 一 确定 
方向 的 向 列 相 介 质 绕 z 轴 旋 拧 的 结果 . 胆 备 相 液晶 的 指向 结构 沿 空 间 某 一 方向 
(z 轴 ) 显 示 出 周期 性 . 沿 z 轴 方 向 每 经 过 一 个 长 度 间 隔 2r/q ,矢量 于 回复 到 原 
值 ,但 因为 n 与-n 方 向 的 等 价 性 ,真正 的 结构 重复 周期 要 小 一 半 , 为 rd. 当 
然 , 仅 当 结构 的 螺 距 远大 于 分 子 尺度 时 ,由 式 (43.3) 表 述 的 胆 举 相 液晶 螺 型 结 
构 的 宏观 描述 才 有 意义 . 在 实际 的 胆 举 相 液 晶 中 ,这 个 条 件 是 满足 的 (7/g ~ 
10 om ). 

推导 向 列 相 液晶 的 平衡 方程 和 运动 方程 时 并 没有 使 用 其 中 存在 反 演 中 心 
这 个 条 件 . 因此 这 些 方程 的 一 般 形 式 对 于 胆 少 相 液 晶 也 是 正确 的 . 同时 也 存在 
一 系列 差别 . 首先 ,自由 能 下, 发 生 了 变化 ,而 按照 定义 (36.5) ,分 子 场 疡 要 通过 
它 来 计算 . 其 次 ,自由 能 中 存在 导数 的 线性 项 导致 弹性 模 量 K, 的 等 温 值 不 同 于 
绝热 值 (参见 $ 36 的 最 后 一 段 ). 在 $40, $41 中 表述 的 流体 力学 方程 组 中 ,其 
本 热力 学 变量 是 密度 和 箭 . 与 此 相应 ,应 当 使 用 绝热 弹性 模 量 (这 些 模 量 是 密度 
Pp 与 炉 5 的 函数 ). 

最 后 ,与 向 列 相 液 蝇 的 流体 动力 学 方程 相 比 , 胆 价 相 液 晶 流体 动力 学 方程 
的 实质 性 改变 在 于 方程 的 耗 散 部 分 中 出 现 了 多 个 附加 项 . 这 些 附加 项 分 别 出 现 
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在 方程 (40.3 ) 右 端的 应 力 张 量 ex ,热流 9 和 量 N 中 (了 . M. Leslie,1968) ,它们 
分 别 为 : 





Oh = (Th) vem HOCieimm + niean) nndrT, 
Ni = (N,) ,om + VeundT, (43.4) 
gq: = (gi) on + Viemniah; + Hemns + emani) nV 
其 中 带 有 下 标 “nem” 的 项 为 向 列 相 液 晶 流 体 动力 学 中 的 相应 表达 式 . 上 述 关系 
式 中 的 附加 项 并 非 真 正 的 张 量 和 矢量 ,而 是 懂 张 量 和 履 矢 量 . 这 些 项 破坏 空间 
反 演 对 称 ,这 正 是 向 列 相 液晶 没有 这 些 项 的 原因 . 现在 我 们 转 而 注意 这 样 一 个 
问题 , 即 由 于 要 求 方 程 在 n 变 号 时 保持 不 变 , 故 不 可 能 构造 相似 的 真 张 量 和 真 
矢量 项 . 比如 ,在 oi 中 形 如 const，(n;94T+n,9,T) 的 项 或 在 4 中 形 如 const :有 h 
的 项 都 会 在 严 变 号 时 随 之 反 号 ,而 应 力 张 量 和 热流 相对 这 种 变换 应 当 是 不 变 
的 . 与 此 相似 ,在 量 中 不 可 能 有 形 如 const" VT 的 项 ,因为 这 一 项 在 n 变 号 时 

不 变 , 但 按照 定义 量 入 应 当 变 号 (N 与 dn/dt 同 号 ). 

表达 式 (43.4) 中 的 系数 之 间 以 源 于 昂 萨 格 原理 的 关系 相 联系 . 为 了 应 用 这 
个 原理 (参见 $41) ,我 们 取 wx ,9q;,N, 等 量 为 热力 学 流 *。 由 耗 散 函 数 (40.21) 
的 形式 (更 准确 地 说 ,由 确定 炉 增 加 的 函数 2RZT 的 形式 ) 可见 ,相应 的 热力 学 
力 X, 应 为 -vw/T, 90,7/T, -hh,/T 等 量 , 同时 也 应 考虑 到 , 量 o% 相 对 于 时 间 反 
转 是 侦 函 数 , 而 量 q,,N, 则 为 奇 函 数 (这 一 点 可 由 这 些 量 在 方程 (40. 3), (40.7) 
和 (40.8) 中 所 处 的 位 置 看 出 ). 如 果 量 x。 和 % 在 此 一 变换 下 具有 同样 的 奇偶 
性 , 则 相应 的 动 理学 系数 以 等 式 y。 =yuw 相 联系 ;如 果 x。 和 2 的 奇偶 性 不 同 , 则 
ys = -ys. 现在 我 们 令 关系 式 (43.4) 中 的 交叉 系数 相等 9 ,得 到 等 式 

vi = v7, HI = pT. 
这 样 就 可 以 把 方程 (43.4) 改 写成 以 下 形式 : 
= (gh)von ~ Hn(n x VT), +n(n x YT),], 
N=N,., +v(n x YT7), (43.5) 
q = qn +t rT(n x h) + 2uTn x (vn), 
其 中 (vn) 表示 分 量 为 vn 的 矢量 . 

这 样 一 来 , 胆 委 相 力 学 中 的 应 力 张 量 oj 与 矢量 N 中 出 现 了 依赖 于 温度 梯 
度 的 项 @. 这 种 依赖 形式 (矢量 积 xn x V 7) 意味 着 温度 梯度 导致 作用 于 指向 矢 与 
液体 质量 的 扭矩. 同时 ,指向 矢 相 对 液体 旋转 所 伴随 的 分 子 场 和 液体 的 速度 梯 

@ 在 令 交叉 系数 相等 时 ,必须 小 心地 核查 因子 ex 中 的 下 标 顺 序 ! 
@@ ”我们 提醒 大 家 注意 (参见 本 教程 第 六 卷 8$49) ,根据 炉 增 加 原理 的 要 求 , 在 运动 方程 的 耗 散 项 中 


不 允许 存在 含有 第 二 个 独立 热力 学 量 ( 例 如 压强 ) 梯 度 的 项 . 这 些 项 的 存在 将 会 导致 耗 散 函数 中 出 现 含 
有 乘积 Vp YT,h - Vp 的 项 ,在 缺少 会 有 (Vp)? 的 项 的 情况 下 ,这 些 项 不 可 能 保证 尺 为 正 . 




















nm 
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度 引 起 液体 中 出 现 热流 . 

在 胆 省 相 液晶 独特 的 流体 动力 学 现象 中 ,有 一 个 现象 可 以 直观 地 描述 为 液 
体 从 静止 停留 的 螺 型 结构 中 逾 渗 (W. Helfrich,1972). 下 面 为 对 此 现象 的 分 析 . 

设想 胆 人 省 相 介质 的 螺 型 结构 ( 比如 说 ,由 于 与 约束 介质 的 器 壁 有 一 定 秋 附 
作用 ) 固定 在 空间 中 . 我 们 将 证 明 ,在 这 些 条 件 下 ,有 可 能 存在 空间 均匀 、 沿 结构 
轴 (z 轴 ) 的 匀速 流动 . 

由 于 结构 (43.3) 对 应 于 介质 的 平衡 态 , 这 种 结构 将 使 分 子 场 趋 于 零 ,h =0. 
洽 渗 流 的 存在 会 在 某 种 程度 上 使 结构 发 生 畸 变 ,从 而 与 流速 v 一 起 导致 小 分 子 
. 场 . 我 们 用 指向 矢 运 动 方程 (40.3) 来 确定 这 个 场 . 由 于 在 按 速度 的 零 级 近似 下 
场 n(r) 是 静止 的 ,3n/9t=0, 且 又 假定 了 流动 为 均匀 流 (w =v=const) ,故而 办 
= =0. 结果 方程 (40.3) 化 为 等 式 














a 
dz y 
利用 式 (43.3) 中 的 函数 n(z) 求 得 : 
h = ?728 Xxn, (43.6) 


其 中 矢量 g (绝对 值 为 gq) 的 方向 沿 z 轴 . 在 我 们 所 考虑 的 条 件 下 , 耗 散 函数 
(40.21) 化 为 2R = 有/y. 将 式 (43.6) 中 的 及 代入 ,得 到 : 
2R = yvg. (43.7) 
此 一 表达 式 给 出 了 单位 时 间 内 单位 体积 液体 所 耗 散 的 能 量 . 在 定常 运动 情况 
下 ,此 能 量 由 保持 沿 z 轴 压强 梯度 p'=dp/dz 的 外 力 所 作 的 功 抵消 . 作用 于 介质 
的 体积 力 密度 恰好 为 压强 梯度 ( -Vp). 在 单位 时 间 内 ,这 个 力 在 单位 体积 中 所 
作 的 功 为 -p'v, 使 之 与 2R 相等 ,我 们 即 求 得 逾 渗 速 度 : 
v= oe (43.8) 
Yq 
指向 矢 n 以 角速度 vq 相对 于 流 经 螺 型 结构 的 液体 粒子 转动 . 这 一 转动 伴随 着 
由 系数 y 表征 的 “摩擦 力 ”, 故 它 也 参与 确定 流动 速度 . 
在 真实 条 件 下 ,速度 不 可 能 在 流动 的 全 部 宽度 上 保持 为 常量 , 它 应 当 在 制 
约 流动 的 管 壁 处 趋 于 零 . 速度 的 突 降 在 某 一 厚度 为 6 的 薄 层 上 发 生 . 但 这 里 表 
征 所 研究 运动 的 唯一 长 度 参 量 为 1/g. 如 果 将 胆 符 相 液 草 的 所 有 黏 性 系数 都 取 
为 同一 数量 级 , 则 除 ~ 1 外 ,没有 其 它 无 量 纲 参 量 . 显然 ,在 这 些 条 件 下 只 有 
6~1/g 一 种 可 能 . 如 此 一 来 , 当 在 半径 大 于 1/g 的 管道 中 流动 时 ,除去 非常 薄 
(数量 级 约 为 螺 型 结构 的 螺 距 大 小 ) 的 一 层 之 外 ,公式 (43.8) 处 处 都 适用 . 


$44 层 状 相 液晶 的 弹性 
归 类 于 层 状 相 液晶 (或 层 状 相 ) 这 个 科学 术语 名 下 的 物质 是 各 种 具有 层 状 
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结构 的 各 向 异性 液体 ,其 中 至 少 有 某 些 这 样 的 液体 ,它们 的 微观 分 子 密 度 函 数 p 
仅 依赖 于 一 个 坐标 (比如 z 坐标 ,p =p(z) ) ,而 且 是 坐标 的 周期 函数 . 我 们 记得 
(参见 本 教程 第 五 卷 $128) ,密度 函数 是 由 物体 中 粒子 的 不 同位 置 的 概率 分 布 
确定 的 ,在 此 情况 下 ,可 以 把 分 子 位 置 当 作 整体 来 讨论 , 亦 即 将 pdV 看 作 单个 分 
子 的 惯性 中 心 处 于 体积 元 dy 中 的 概率 . 具有 密度 函数 p(z) 的 物体 可 看 作 由 可 
相互 自由 移动 并 等 距 分 布 的 平面 层 构成 . 在 每 一 层 中 ,分 子 惯性 中 心 的 分 布 是 
无 规 的 ,在 这 个 意义 上 ,每 一 层 都 可 当 作 一 个 “二 维 液体 ” ,不 过 这 些 液体 层 既 可 
是 各 向 同性 的 ,也 可 以 是 各 向 异性 的 . 这 种 区 别 可 能 与 分 子 在 层 中 的 排列 取 
向 特性 有 关 . 在 最 简单 的 情况 下 ,取向 分 布 的 各 向 异性 只 由 n 的 方向 (比如 ,分 
子 的 长 轴 的 方向 ) 一 个 量 确定 . 如 果 这 个 方向 垂直 于 层面 ,液体 层 各 向 同性 ,于 
是 = 轴 成 为 物体 的 对 称 轴 ,这 显然 就 是 所 谓 层 状 A 相 液晶 的 结构 . 如 果 n 的 方 
向 与 xy 面 倾斜 , 则 在 平面 上 出 现 特殊 方向 , 轴 对 称 性 消失 ,这 显然 便 是 被 称 作 
层 状 C 相 液晶 的 结构 . 

以 下 我 们 只 研究 较 简单 的 层 状 A 相 液晶 (并 简称 其 为 层 状 相 ). 在 所 有 已 知 
的 层 状 A 相 液 唱 中 ,除了 绕 z 轴 的 轴 向 对 称 性 外 ,还 存在 = 轴 两 个 方向 的 等 价 
性 . 如 果 层 状 相 还 具有 反 演 中 心 , 则 其 宏观 对 称 性 ( 亦 即 对 称 点 群 ) 就 与 向 列 相 
液晶 是 一 样 的 了 . 当然 ,二 者 的 微观 对 称 性 以 及 与 此 相关 的 力学 性 质 是 完全 不 
同 的 . 

根据 以 上 所 述 ,我 们 在 此 应 作 一 重要 说 明 . 物体 体积 内 存在 密度 变化 结构 
的 前 提 , 是 热 涨 落 在 物体 内 各 小 部 分 引起 的 位 移 要 足够 小 . 然而 对 于 具有 p = 
p(z) 的 结构 ,这些 涨 落 位 移 在 物体 尺度 增 大 的 情况 下 会 无 限 增长 (参见 本 教程 
第 五 卷 $ 137). 严格 地 讲 , 这 意味 着 在 无 限 尺度 的 介质 中 不 可 能 存在 一 维 周期 
性 结构 . 然而 ,由 于 在 物体 尺度 增 大 时 热 涨 落 增长 得 缓慢 (以 对 数 方式 增长 ) ,上 
述 论断 的 意义 其 实 完全 是 有 条 件 的 . 采用 已 知 层 状 相 液晶 材料 常量 的 典型 值 所 
作 的 估计 表明 ,只 有 在 实际 上 无 法 实现 的 大 尺度 上 , 才 可 能 发 生 一 维 周期 结构 
的 破坏 ,因此 ,在 任何 按 实际 要 求 提 出 的 问题 中 ,p(z) 结 构 都 是 可 以 实现 的 . 

同时 我 们 要 强调 , 当 介质 中 的 p(z) 结 构 因 被 热 涨 落 破坏 而 使 p 成 为 常量 
时 ,介质 也 绝 不 会 变 成 普通 液体 . 二 者 的 原则 性 差别 在 于 ,它们 在 空间 不 同 点 上 
密度 涨 落 的 关联 函数 (ap(r, ) 5p (7,) ) 不同. 在 普通 液体 中 ,这 个 函数 是 各 向 同 
性 的 ,并 且 在 r= |m -rx, | 一 o 时 按 指数 律 减 小 (参见 本 教程 第 五 卷 $116). 在 
具有 p =p(z) 结 构 的 系统 内 , 当 物 体 尺 度 增 大 时 ,关联 函数 仍 是 各 向 异性 的 ,并 
且 在 ro 时 仅 按 寡 函 数 方式 缓慢 减 小 ,而 且 温度 越 低 , 减 小 得 越 慢 (参见 本 教 
程 第 五 卷 $ 138). 

要 建立 层 状 相 介质 的 力学 ,必须 从 求 得 其 形变 自由 能 密度 的 表达 式 开始 . 
鉴于 介质 在 ;平面 上 是 微观 均匀 的 , 故 介质 点 在 此 平面 上 的 位 移 与 能 量 改变 
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的 相关 程度 ,取决 于 这 些 位 移 引 起 的 物质 密度 改变 的 大 小 . 考虑 到 这 点 , 除 选取 
沿 z 轴 为 常量 的 温度 外 ,我 们 还 选择 密度 p 和 介质 点 沿 z 轴 的 位 移 w=w 作为 基 
本 流体 力学 变量 . 形变 能 依赖 于 密度 改变 p -po(p 为 未 形变 介质 的 密度 ) 和 位 
移 对 坐标 的 导数 . 此 时 一 阶 导数 gu/ax,3x/sy 一 般 不 能 出 现在 自由 能 的 平方 
项 内 ,其 原因 在 于 ,如 果 将 物体 绕 x 或 y 办 整体 反 转 ,这 些 导数 变 号 ,而 能 量 应 
当 是 不 变 的 2. 

如 弹性 理论 始终 要 求 的 那样 ,我 们 将 假定 所 有 物理 量 的 空间 变化 足够 缓 
慢 ,使 得 形变 能 可 由 空间 导数 短 级 数 展开 的 第 一 个 非 零 项 确定 . 然而 , 除 此 之 
外 ,还 需要 另 一 个 更 为 严格 的 假定 , 那 就 是 位 移 w 本 身 必须 如 此 之 小 ,使 得 介质 
中 的 各 层 几 乎 处 处 与 同一 个 xy 平面 平行 2. 

在 这 些 假设 下 ,并 考虑 介质 的 对 称 性 后 , 层 状 相 液晶 的 形变 自由 能 由 以 下 
表达 式 给 出 : 

F,=F- F(T) = 





_ 4 2 Gu Bpo /du\’ Kk, 2 
m0) tp pn) + + ,| (a4.1) 
0 9 
A = + 
Ox oy 


因为 假定 z 轴 的 两 个 方向 等 价 , 方 程 中 不 能 含有 形 如 (9w/9z) A,w 的 项 @ ,也 就 
是 说 ,由 于 相对 于 w 一 -wz 一 -z,%,y 一 x%,y( 对 xy 平面 的 反射 ) 变 换 或 u 一 
-Uz 一 3,7y 一 一 ,x 一 Xx( 绕 二 阶 平行 轴 x 轴 反 转 ) 变换 的 对 称 性 而 不 允许 出 
现在 方程 (44. 1) 中 . 由 于 这 个 原因 ,自由 能 表达 式 中 没有 形 如 (p -po)A,u 的 
项 . 因为 在 Ff 中 没有 对 % 与 y 的 一 阶 导数 , 故 必须 考虑 包括 (在 固体 的 弹性 理 
论 中 没有 的 ) 按 二 阶 导 数 展开 的 首 项 . 未 形变 状态 的 稳定 性 条 件 亦 即 能 量 
(44. 1) 为 正 的 条 件 要 求 
A > 0， 五 > 0， AB > C. (44. 2) 
式 (44.1) 中 系数 KK, 用 了 与 式 (36. 1) 中 同样 的 标记 符号 ,这 种 选择 并 非 偶 
然 . 层 状 相 液 晶 的 层 状 结构 其 实 可 由 指向 矢 n(r) 的 分 布 描写 ,只 需 把 指向 矢 理 
解 为 方程 u(r) = const 表示 的 形变 层 的 法 线 . 在 层 的 栈 变 很 小 时 


ou ou 
n, ~ Oo 


Ooo 
ns 


ox” 7 oy 








n, ~ 1, (44. 3) 


@@ 在 固体 的 弹性 能 中 ,这 些 导数 以 ws,zy 的 导数 的 方式 出 现在 wx 和 zw 的 组 合 中 ,这些 组 合 在 上 述 
反 转 下 不 变 号 . 

四 在 这 个 意义 上 ,我们 此 处 建立 的 层 状 相 液晶 力学 的 适用 范围 较 前 述 的 向 列 相 液晶 力 学 要 窗 ,在 
向 列 相 力 学 中 ,无 论 指 向 矢 场 na(7) 与 未 形变 的 均匀 分 布 有 多 大 区 别 都 是 允许 的 . 

@ 在 本 教程 第 五 卷 §137 中 出 现 过 这 样 的 项 . 
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且 此 时 (Aju)?= (Vn) ,正好 是 在 式 (36.1) 相 应 项 中 出 现 的 量 . 式 (44. 1) 中 
的 系数 B 和 C 是 表征 层 状 相 液晶 区 别 于 向 列 相 液 晶 的 特有 蝇 体 本 性 的 两 个 
系数 了 . 

在 式 (44.3) 的 近似 中 ,n .Vxn~(V xn),=0, 因 此 在 屋 状 相 液 易 的 自由 
能 中 ,无 论 介质 中 中 心 反 演 对 称 元 素 存 与 否 , 既 不 出 现形 如 nV xn 的 项 ,也 
不 出 现 胆 钾 相 中 的 扭曲 螺 型 结构 ( 见 $43). 


在 表示 质量 守 便 的 附加 条 件 [odV = const 下 ,使 总 自由 能 对 变量 p 与 取 
极 小 值 , 即 可 得 到 层 状 相 液晶 的 平衡 方程. 相对 于 p 求 差 式 
[ear E A joav 


的 极 小 值 ,其 中 4 为 常数 拉 格 朗 日 乘 子 ,我 们 得 到 联系 密度 变化 与 层 形变 的 
等 式 





一 (0pD -po) +(LC 本 = 
po 9 
令 po 为 8u/9z =0 时 的 密度 ,我 们 有 和 =0, 且 此 时 
8 Cp 
p-po=-pmT, m= (44.4) 


无 量 纲 系数 m 与 由 层 状 相 液晶 沿 z 轴 方 向 切 下 的 “ 杆 ” 的 泊 松 系数 有 关 . 实 
际 上 ， 
P 二 po V-W 
po Vo 
(参见 (1.6) 式 ) ,其 中 w = gu/az, 而 ws ,wy 为 应 变 张 量 在 xy 平面 的 两 个 分 量 . 
令 ,= uy, 我 们 有 








=— (lu,, + Uy + w,,) 





击 且 与 定义 (5.4) 比较: 


re 二 (44.5) 


当 m=0 时 ,系数 e 取 表 征 普通 液体 的 值 rc =1/2. 
借助 式 (44.4) 由 式 (44. 1) 中 消去 密度 变化 后 ,我 们 得 到 仅 由 表示 的 自 


@” 我们 在 此 强调 ,在 层 状 相 液 晶 ( 层 状 A 相 液晶 ) 中 指向 矢 n( 理解 为 层 中 分 子 指向 的 选 定 方向 ) 不 
是 独立 的 流体 力学 变量 . 在 向 列 相 液 晶 流 体力 学 中 ,独立 变量 n 的 特征 是 场 n(r) 在 整个 物体 中 的 均匀 转 
动 与 能 量 的 变化 无 关 . 正 因 为 如 此 ,n 沿 物体 的 缓慢 变化 仅 与 能 量 的 微小 变化 有 关 , 能 量 的 这 一 微小 变化 
内 依赖 于 nn 的 导数 且 可 用 它 作 展开 . 在 层 状 相 液晶 中 类 似 的 一 切 转动 都 会 改变 亚 相 对 于 层 状 结构 的 指 
向 ,并 必定 显著 地 改变 能 量 . 我 们 发 现 , 在 指向 矢 以 某 一 确定 的 角度 与 法 线 倾 斜 的 层 状 C 相 液晶 中 ,指向 
矢 nn 方向 保持 固定 倾斜 角 绕 法 线 的 均匀 旋转 重新 变 得 与 能 量 改 变 无 关 , 因 此 ,此 处 又 出 现 了 新 的 流体 力 
学 变量 一 一 指向 和 撩 zn 在 层面 上 的 投影 . 
































由 能 
poB’ / ou 及 ， 2 
下 二 1 + 3 (Au) 3 (44.6) 
其 中 
pr 
B's Be (44.7) 
用 独立 函数 对 总 自由 能 作 变 ;分 ,经 过 几 次 分 部 积分 后 ， 我 们 得 到 
3rdy = |r.8udy, (44. 8) 
其 中 
F, = pe ~ KA’u. (44.9) 
Oz 





显然 ,F, 是 在 密度 变化 已 “ 抒 合 ”入 形变 的 条 件 下 ,在 z 轴 方 向 上 作用 于 形变 后 
层 状 相 液晶 单位 体积 的 力 . 
平衡 时 ,f=0, 于 是 位 移 w 满足 线性 微分 方程 
poB’ a - KA, u = 0. (44. 10) 
0z 


如 果 还 有 外 部 施加 的 体积 力作 用 在 物体 上 ， 则 这 些 力 应 当 加 在 方程 左 端 (参见 
方程 (2.8) ). 
比值 (K,/B'p,)“ 具 有 长 度量 纲 , 粗 估 值 为 (K,/B'po)” ~a, 其 中 4a 为 一 维 
结构 的 周期 (两 层 间距 离 ). 如 果 层 状 相 液晶 发 生 的 形变 在 x“y 平 面 ~1， >> a 的 
距离 上 有 显著 变化 , 则 由 式 (44. 10) 可 知 ,在 z 轴 方向 形变 仅 在 距离 ij ~P /a 
沁 忆 时 才 产 生 显著 变化 . 
作为 计算 实例 ,我 们 来 求 方程 (44. 10) 的 格林 函数 ， 亦 即 求 沿 z 轴 方 向 作用 
于 r=0 点 的 单位 集中 力 所 引 起 的 可 变 点 了 处 的 位 移 z = G6,(r)=G(r) (参见 
$8 中 习题 ). 这 一 函数 满足 方程 
puB' DE KA G+8(r) = 0. (44. 11 ) 
对 此 方程 作 傅 里 时 变换 ( 即 乘 以 e ”并 对 dx 求 积 分 ) ,我 们 求 得 函数 G(r) 的 
傅 里 叶 分 量 的 表达 式 为 
Ge = [poB'k + Kk ]-! 
其 中 局 = 嫩 + 嫩 . 傅 里 叶 反 变换 给 出 以 积分 形式 表示 的 待 求 函数 
et dk 
G(r) = | 二 (44. 12 ) 
这 一 积分 在 上 一 "0 时 对 数 发 散 . 为 了 使 这 个 积分 有 确定 的 意义 ,必须 消除 物体 的 
整体 移动 , 故 选 其 中 某 一 点 7 =r。 国定 ,此 时 被 积 函数 的 分 子 应 当 写 为 es… - 
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em ,从 而 发 散 消除 . 

我 们 再 一 次 回 到 热 涨 落 对 层 状 相 液晶 性 质 的 影响 的 问题 ,这 次 集中 讨论 对 
层 状 相 液晶 弹性 性 质 的 影响 . 此 一 问题 的 更 为 确定 的 提 法 如 下 :作用 于 物体 的 
集中 力 所 引起 的 形变 在 涨 落 影 响 下 如 何 变化 ? 亦 即 ,格林 函数 G(r) 如 何 变化 ? 
原来 ,这 一 变化 导致 在 表达 式 (44. 12 ) 中 分 别 以 

(ie 和 及 ied 

代 换 原来 的 尼 和 刀 ,其 中 a 为 结构 周期 的 量 级 ?. 同样 ,这 些 变化 可 以 直观 地 
解释 为 在 形变 波 矢 的 特征 值 减 小 ( 亦 即 其 特征 长 度 ~1 仆 加 大 ) 的 情况 下 弹性 
模 量 B' 和 天 有 效 值 的 变化 . 我 们 看 到 ,当天 一 0 时 ,B' 的 有 效 值 Bu 以 
[ln(1/ak,) ] 42 的 方式 减 小 ,而 Kw 在 &, 一 0 时 以 [In(1/ak,)]”“ 方 式 增 大 .但 
是 ,这 些 效 应 其 实 只 有 在 无 法 实现 的 特大 尺度 上 才 是 重要 的 . 

在 结束 本 节 前 ,我 们 需要 指出 ,通过 包含 若干 高 阶 项 但 不 引信 新 的 附加 系 
数 , 层 状 相 液晶 弹性 能 表达 式 (44. 6 ) 还 可 进一步 推广 . 

为 此 ,我 们 注意 到 ,(44. 6) 式 中 第 一 项 对 能 量 的 贡献 ,在 物理 上 是 由 层 间距 
离 a 的 改变 引起 的 ;导数 gu/az 等 于 位 移 u, =w 时 层 间 距离 的 相对 改变 ,于 是 这 
一 项 可 改写 为 p68" (84/4)” 但 是 , 层 间 距离 不 仅 可 以 因 位 移 w 随 坐 标 z 改变 
而 变化 ,而 且 也 会 因 位 移 随 坐标 *,y 改变 而 变化 . 这 点 很 容易 理解 ,假定 所 有 的 
液晶 层 均 绕 y 轴 转 过 一 个 角度 6 使 得 沿 z 轴 的 结构 周期 依然 为 a, 在 此 情况 下 ， 
沿 液晶 层 法 线 方向 量度 的 层 间 中 等 于 acos 0. 在 小 角度 9 情况 下 层 间 距离 的 改 





J 











a0” 
Sa = a(co0s0-1) 一 -一 . 
2 
由 于 在 实施 上 述 转动 时 的 位 移 为 & = const +xtan0= const +X0, 故 
Sa 1 /6 
a | 
无 论 u 与 x 关系 如 何 ,上 述 表达 式 都 成 立 ;如 果 w 也 与 7y 有关, 则 应 以 (Yu) 
替代 (9u/9x). 
如 此 一 来 ,考虑 到 上 述 效 应 ,自由 能 (44.6) 应 当 写 为 如 下 形式 : 
poB' rou 1 /ou 1 /du Kk 2 
三 一 44. 
hh 2 toz 2 | 2 [| | “可 ‘W439 
在 本 节 的 习题 中 ,我 们 将 使 用 这 个 表达 式 . 
四 ”参见 Grinstein G,Pelcovits R A. Phys. Rev. Lett. ,1981 ,47 :856;Phys, Rev. A,1982,26.915;E. 1H. 
Kau, 冻 9T 中 ,1982 ,83 :1376. 研究 中 还 必须 考虑 自由 能 按 u 展开 的 三 阶 项 和 四 阶 项 . 
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习 ”是 


厚度 为 有 且 具 有 平行 于 层 状 结构 的 平面 边界 的 层 状 相 液晶 层 受 到 沿 季 直 
于 其 层面 的 z 轴 方向 的 均匀 拉 伸 , 试 求 临界 拉 伸 量 , 超 过 此 量 后 , 层 状 相 液晶 的 
层 状 结构 对 于 横向 扰动 变 得 不 稳定 (W. Helfrich ,1971)@. 

解 :均匀 拉 伸 表明 形变 w=yz, 其 中 y>0. 为 了 研究 稳定 性 ,我 们 令 凡 =yz+ 
Bu(%,z) ,其 中 5u 为 满足 边界 条 件 z= 土 h/2 时 6u =0(xy 平 面 选 在 液晶 层 中 
间 ) 的 小 扰动 . 准确 到 二 阶 项 , 沿 y 轴 单 位 长 度 的 总 扰动 弹性 能 为 : 

[aFadsds = z[{2p (ee) -Bp (ee) + K, (TE) ]} au (1) 

( 式 中 原 有 的 含 y38u/9z 的 项 在 对 dz 积分 时 因 边 界 条 件 而 为 零 ). 

我 们 考虑 形 如 

Bu = const° cosjz coskx, k, = mn/h, n=1,2,... 
的 扰动 ( 层 状 结构 的 横向 调制 ). 层 状 结构 的 稳定 性 条 件 是 能 量 表 达 式 (1) 为 
正 . 将 被 积 函数 中 所 有 sin ,cos” 因子 均 用 其 平均 值 1/2 代替 ,我 们 得 到 形 为 
Bipo( 尼 -7y 尼 ) + 天 用 >0 

的 稳定 性 条 件 . 随 着 y 增 大 ,稳定 性 的 边界 由 以 上 不 等 式 左 端的 三 项 式 出 现 尼 
的 实 根来 确定 (及 取 复 数值 不 满足 在 全 xy 平面 上 扰动 有 限 的 条 件 ). 首先 出 现 
h 实 根 的 是 n=1 的 扰动 . 对 于 此 一 扰动 ,我 们 得 到 的 临界 拉 伸 ye 和 相应 的 及 
= 大 .@ 为 
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$45 层 状 相 液晶 中 的 位 错 


层 状 相 液 品 中 的 位 错 的 概念 与 通常 晶体 中 位 错 的 含义 是 一 样 的 . 差别 仅 在 
于 :在 只 有 一 维 ( 沿 z 轴 方 向 ) 晶体 结构 的 层 状 相 液晶 中 ,其 位 错 的 伯 格 斯 矢量 
永远 指向 z 轴 方 向 ,而 伯 格 斯 矢量 之 值 等 于 层 状 结构 周期 a 的 整数 倍 . 

考虑 到 以 上 说 明 ,在 适当 定义 弹性 模 量 张 量 A 后 ,我 们 在 $27 中 得 到 的 
公式 (27. 10) 对 于 层 状 相 液晶 中 位 错 周 围 的 形变 依然 适用 . 为 此 ,我 们 依据 通常 
的 定义 , 即 按照 公式 

F, = ga， (45.1) 





@ 这 一 不 稳定 性 与 在 $21 中 研究 过 的 可 压缩 直 杆 的 不 稳定 性 相似 

@ .之 值 仅 能 确定 wy 平面 扰动 波 矢 的 绝对 值 ,而 不 能 确定 所 发 生 形变 的 全 部 对 称 性 . 确定 后 者 超 
出 了 建立 线性 (对 于 5w) 平 衡 方程 所 采用 近似 的 范围 (此 处 的 情况 与 平行 平面 液体 层 的 对 流 不 稳定 性 中 
出 现 的 情况 相似 ,参见 本 教程 第 六 卷 $ 57). 参见 Delrieu J M. Journ. Chem. Phys. ;1974 ,60 :1081. 





$45 层 状 相 液 晶 中 的 位 错 .203 . 





引入 层 状 相 液晶 中 的 应 力 张 量 eu ,其 中 ,为 体积 “内 应 力 ”(44.9). 我 们 同样 
也 引信 与 位 移 wu, =w 对 应 的 应 变 张 量 ,其 不 为 零 的 分 量 为 


ou 1 ou 1 07 
3 三 人 45.2 
Um Us, pa UM 2 97 ( ) 


如 果 通 过 公式 cx = Amam 用 应 变 张 量 表示 应 力 张 量 , 其 中 
hs = poB ， A = Aso = — KiAs, Mwy = As = Aon = 0 (45.3) 
(上 式 中 某 些 分 量 为 算 符 ) 中 , 则 力 (44. 9) 可 以 表示 为 式 (45. 1) 的 形式 . 
表示 位 移 x =z 的 公式 (27. ee 


u(r) = -A m3 jer rd, (45.4) 


其 中 G= 6, 为 式 (44. 12) 给 出 
我 们 现在 来 研究 位 错 的 两 个 特殊 情况 , 即 直 线 螺 型 位 错 和 直线 刃 型 位 错 
在 第 一 种 情况 下 ,位 错 轴 与 伯 格 斯 矢量 的 方向 相同 ,都 在 z 轴 上 . 这 种 情况 一 般 
不 需要 任何 新 的 计算 . 前 面 已 经 讲 明白 ,形变 只 依赖 于 坐标 *,y. 但 是 在 xy 平面 
介质 各 向 同性 ,因此 我 们 可 以 马上 使 用 8 27 中 习题 2 的 结果 ,根据 这 个 结果 


pe 
站 45. 
u py (45.5) 























其 中 9 为 xy 平 面 上 径 矢 的 极 角 . 

刃 型 位 错 的 情况 较 复 杂 (P. G. deGennes,1972). 在 这 种 情况 下 ,位 错 轴 与 伯 
格 斯 矢量 垂直 ,我 们 不 妨 令 其 与 y 轴 重 合 . 此 时 可 以 取 xy 平面 的 右 半 平面 作为 
积分 (45.4) 中 的 So 表面 ,垂直 于 半 平 面 的 矢量 nn 沿 z 轴 的 负 方 向 . 所 有 形 如 
A 的 分 量 中 只 有 A 和, = 有 po 不 为 零 ,于 是 公式 (45.4) 具 有 以 下 形式 : 


7 ”人 7” 90C — 1 7 
u(r) = bB'pof 人 2 dy 


我 们 将 式 (44. 12) 中 的 函数 6 代 人 上 式 , 将 变换 后 的 公式 对 dz 求 导 给 出 因 
子 这 ,再 将 其 对 dy 积分 给 出 因子 256(k,) ,然后 对 dk, 积分 又 消去 8 函数 . 在 积 


分 
| er dx; 
0 


中 ,为 了 保证 积分 收敛 ,应 当 把 扩 理解 为 & -i0. 这 样 ,完成 对 dz',dy' ,dj 的 积 
分 后 ,我 们 得 到 








exp(ik,x 
u(r) = of pe i 0) 2， 





其 中 


@ 剩余 的 其 它 A 分 量 可 按 使 = 了 ,=0 的 方式 选取 ,这 些 分 量 不 在 公式 (45.4) 中 出 现 . 
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_ f™ kexp(ik,z) dk, »_ Kk, 
T(k,,2) = ye Er 2 = Bw 
在 复 变 量 k 的 上 半 平 面 (z >0 时 ) 或 下 半 平 面 (z <0 时 ) 将 积分 回路 与 无 穷 远 处 
的 半圆 连接 并 在 极点 和 =A 友 或 = -iAk 处 取 留 数 ,算出 最 后 一 个 积分 为 : 
了 = + 了 exp( 一 A 所 |z|), 


其 中 正 负 号 分 别 对 应 于 z>0 与 z<0. 这 样 一 来 ， 








dk 
u(xX,z) = + | exp{ -aR lz| + ik,x! 0 (45.6) 
然而 ,更 有 意义 的 不 是 位 移 本 身 , 而 是 位 移 对 坐标 的 导数 . 位 移 对 x 的 导数 为 
省 + 蕊 exp| -人 有 |z| + ik,x)} dk, = 
b x 
sr rar (45.7) 
根据 式 (45.6) ,位 移 对 z 的 导数 与 其 对 x 的 导数 通过 公式 
du Ou 
dz gx’ 
相 联 系 , 由 此 得 
Ou _ bx ey x 
dz 8(mA) zl r{ 4A Tz| 上 0 


当 |* | 一 zc 时 ,形变 以 指数 律 快速 趋向 零 ,而 当 | z | 一 o 时 ,形变 的 衰减 大 大 变 
慢 ,以 宕 函数 方式 进行 . 


$46 层 状 相 液晶 的 运动 方程 


层 状 相 液晶 力学 与 向 询 相 液晶 力学 的 共同 点 在 于 :与 普通 液体 的 流体 动力 
学 相 比 ,这 两 种 情况 下 讨论 的 都 是 带 有 附加 变量 的 流体 动力 学 . 在 向 列 相 情形 ， 
附加 变量 是 指向 矢 n, 而 在 层 状 相 和 情况 , 则 是 液晶 层 的 位 移 w(P. C. Martin,0. 
Parodi,P. S. Pershan ,1972 ). 对 上 述 的 后 一 点 需要 漆 清 . 流体 力学 中 速度 被 定义 
为 单位 质量 物质 的 动量 . 在 此 情况 下 速度 的 分 量 v. 完 全 不 必 等 于 导数 9u/aL. 在 
层 状 相 液晶 中 ,在 z 轴 方 向 上 实现 质量 输 运 不 仅 依靠 液晶 层 的 形变 ,而且 也 依靠 
穿 过 停留 不 动 的 一 维 结构 的 物质 的 逾 渗 ( 详 见 $43 中 所 述 的 胆 笋 相 液晶 中 的 相 
似 效 应 ). 这 种 现象 并 非 液 晶 所 特有 ,相似 的 现象 在 固态 晶体 中 也 可 以 出 现 ,不 
过 那里 出 现 的 现象 与 缺陷 的 扩散 相关 (参见 8$22 第 一 个 脚注 ). 然而 在 层 状 相 
液晶 中 ,这 种 现象 之 所 以 不 可 消除 ,原则 上 是 由 于 周期 结构 非常 模糊 (相当 于 包 
含 了 显著 数量 的 “ 空 穴 " 缺 陷 ) 且 分 子 的 迁移 率 很 大 . | 

在 绝热 运动 情况 下 ,每 一 流体 元 输 运 的 是 其 所 具有 的 恒定 的 炉 (s 为 质量 
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箭 ) ,如 果 在 任 一 初始 时 刻 介质 全 部 体积 中 的 焙 * 为 常量 , 则 其 在 以 后 一 直 保持 
为 常量 . 由 于 条 件 * = const 适 用 于 单位 质量 , 故 从 一 开始 就 使 用 介质 的 质量 内 能 
也 是 适当 的 ,我 们 将 质量 内 能 记 为 e. 对 于 形变 后 的 层 状 相 液晶 ,es 用 和 式 
(44. 1) 相似 的 公式 表示 ; 














A 2 C Ou 
三 一 三 一 一 一 2 St 站 
£1 = -6o(5) 2p: (p -po) (p ~ po) 9 
有 1ou 2 Kk 2 
| Se 46.1 
| 0 a) ( ) 








其 中 po 为 未 形变 介质 的 密度 ;这 里 的 三 个 系数 4,B,C 和 式 (44.1) 中 有 同样 标 
记 的 三 个 系数 并 不 等 同 ,现在 它们 代表 的 是 弹性 模 量 的 绝热 值 (并 假定 表示 为 s 
的 函数 ) ,而 不 再 是 式 (44. 1) 中 的 等 温 值 ;至 于 系数 Ki ,根据 与 向 列 相 液晶 同样 
的 理由 ,其 绝热 值 与 等 温 值 等 同 (参见 $36 末尾 所 述 ). 0 
单位 质量 物质 的 体积 为 1/p, 因 此 能 量 微分 的 热力 学 关系 为 


de = Tds -~- pdV = Tds + Ldp, 
p 








从 而 介质 中 的 压强 可 通过 对 (46. 1) 求 导 得 到 : 

a 全 全 商 病 6 (46. 2) 

建立 层 状 相 液晶 运动 方程 的 进一步 做 法 与 8$40 中 导出 向 列 相 液晶 运动 方 

程 时 所 采用 运算 程序 非常 接近 . 为 了 突出 这 种 相似 性 ,如 同 在 §40 中 一 样 ,我 们 
将 重新 使 用 体积 内 能 =ps 和 体积 粹 $ =ps. 


连续 性 方程 具有 通常 的 形式 加 





如 + 六 (pa = 0. (46. 3) 
速度 的 动力 学 方程 应 当 具 有 以 下 形式 : 
da 

po 二 = aa (46. 4) 


(参见 式 (40.7) ) ,应 力 张 量 的 形式 留待 以 后 确定 . 
与 附加 变量 有 关 的 另 一 个 方程 表示 与 9u/61 的 差别 
2 


v=N 46.5 
二 (46. 5) 








@ 严格 地 讲 , 在 式 (46.1) 中 本 应 将 9u/9z 写 为 9w/9z - 66(s) ,其 中 60(s) 为 在 无 外 力 情况 下 粹 为 s 时 
的 9u/3z. 在 考察 给 定 * 情况 下 的 运动 时 ,我 们 可 以 把 这 种 状态 选 为 未 形变 态 并 令 56(s) =0. 但 我 们 要 强调 的 
是 ,在 这 样 做 了 以 后 ,为 了 利用 公式 了 = (3e/6s), 确定 温度 ,就 不 再 能 通过 将 式 (46.1) 对 * 求 导 来 做 到 了 1! 

@ 尽管 最 终 我 们 感 兴趣 的 仅 是 线性 化 的 运动 方程 ,但 为 了 不 增加 公式 书写 的 复杂 性 ,我 们 将 不 在 推 
导 的 每 一 步 对 方程 作 线性 化 ， 
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量 N 代表 液体 相对 于 一 维 唱 格 的 运动 的 “ 逾 渗 ” 速 率 ,这 个 速率 具有 动 理学 本 
质 ,其 具体 表示 形式 也 将 在 下 面 确定 . 
最 后 ,涉及 介质 中 耗 散 过 程 的 焙 方 程 具有 式 (40. 8 ) 的 形式 : 
+v. (Sv+£) = 也 (46. 6) 
同 在 $ 40 中 一 样 ,我 们 来 计算 出 现在 能 量 守 恒 方程 (40. 11) 中 的 单位 体积 介质 
总 能 量 对 时 间 的 导数 . 区 别 仅 出 现在 式 (40. 12) 最 后 一 项 的 形式 不 同 . 现在 我 们 


有 了 





E 
人 


Ou 
= 一 (46.7) 


如 在 $ 40 中 一 样 ,我 们 没有 写 出 散 度 符 号 下 各 项 的 具体 形式 . 上 式 中 引入 了 
符号 

0 FE, 
| 
如 果 把 h 看 作 矢 量 h =nh(n 为 沿 z 轴 的 单位 矢量 ) 的 z 分 量 , 则 容易 判定 ,此 一 
矢量 可 以 表示 为 散 度 形式 


KA wu. (46.8) 








2 _ Ou a(p - po) 
全 有 ApoB 一 


h, = dro ， (46.9) 
其 中 对 称 张 量 er 名 具有 以 下 分 量 : 
T r ou r ou 
ow = 0% = KA 0% =pB3 +C(p-po), 
(46. 10) 
(r) Ou 人 Ou (7) 
Oz =—-KA, ax’ Oys = KA, 8y”， Oy J 0. 


将 方程 (46.5) 中 的 9u791 代 人 式 (46.7) ,并 从 其 中 一 项 中 分 出 一 个 散 度 项 
来 ,我 们 写 出 


(2 2hN -wdc + v1) = 
= hN+tvodo +VY. ||). 

这 个 表达 式 与 式 (40. 17) 的 区 别 仅 在 于 符号 h 和 WN 的 意义 不 同 @. 进一步 完成 

§40 中 所 解释 过 的 处 理 步 又 ,我 们 得 到 耗 散 函数 原 有 的 表达 式 (40. 21): 


2R = who +Nh- 和 VY, (46. 11) 
个 ”此 处 及 后 文中 ,我们 均 略 去 弹性 模 量 在 介质 中 的 变化 . 


@ 还 有 一 个 区 别 是 这 里 缺少 了 一 项 wm( aiE)，s, 但 是 在 给 定 情况 下 这 一 项 是 一 个 三 阶 小 量 ,与 二 阶 
小 量 相 比 可 以 忽略 不 计 . 


$47 层 状 相 液晶 中 的 声波 .207 . 





其 中 为 应 力 张 量 
os = 一 p5 +a 和 + (46. 12) 
的 黏 性 部 分 . 含 此 应 力 张 量 的 动力 学 方程 (46. 4) 在 线性 化 ( 即 略 去 (vw: V)v 
项 ) 后 形式 为 
po 字 = ~ 0p+h,+ 0 (46. 13) 
其 中 hh=nh 由 表达 式 (46. 8 ) 确定 . 

笑 性 应 力 张 量 oi ,热流 8 以 及 逾 渗 速率 N(“ 热 力学 流 ” ) 通 常 被 表示 为 “ 热 
力学 力 ”- vA/T,T79,7T 和 -hh/T 的 线性 函数 ,同时 这 些 表达 式 中 的 系数 之 间 存 
在 由 昂 萨 格 原理 确定 的 关系 . 这 里 我 们 不 再 重复 已 经 在 $41 和 8$43 中 进行 过 
的 讨论 而 直接 写 出 结果 . 在 这 样 做 时 ,我 们 假定 层 状 相 液 晶 像 通常 那样 具有 反 
演 中 心 ( 此 前 我 们 未 作 过 此 假定 ). 此 时 与 在 向 列 相 液晶 中 一 样 ,由 公式 (41. 4) 
给 出 条 性 应 力 张 量 ,同时 应 把 n 理解 为 z 轴 方向 . 热流 与 逾 渗 速率 由 表达 式 





ee x A -和 人 (46. 14) 
给 出 ,同时 耗 散 函数 恒 为 正 值 的 条 件 要 求 不 等 式 
zj， zi, A, >0，H < TA,xy (46. 15) 
得 以 满足 . 


逾 渗 现象 使 得 在 层 状 相 液 晶 中 可 能 存在 类 似 于 543 结尾 处 对 胆 贫 相 液 品 
描述 过 的 效应 . 如 果 以 某 种 方法 将 层 状 相 液 晶 的 周期 结构 在 空间 固定 , 则 有 可 
能 存在 沿 z 轴 的 均匀 稳 恒 流 . 由 式 (46. 13) 式 可 知 ,对 于 这 一 稳 恒 流 ,dp/dz =h， 
而 从 含有 式 (46. 14) 所 得 到 的 六 的 式 (46.5) 可 以 给 出 : 


v, = -Ah = -于 (46. 16) 


对 于 前 面 提 及 的 层 状 相 液晶 的 动 理 学 系数 ,此 处 应 作 一 重要 说 明 . 在 动 理 
学 现象 中 ,已 经 在 $45 中 提起 过 的 层 状 相 液 晶 中 的 涨 落 发 散 表 现 得 特别 强烈 ， 
以 致 于 可 从 根本 上 改变 这 些 系数 的 特征 了 . 
$47” 层 状 相 液晶 中 的 声波 : 

在 普通 液体 中 ( 同样 在 向 列 相 液晶 中 ) 只 存在 一 支 弱 阻尼 声学 振动 一 一 纵 
向 声波 . 在 国 态 晶 体 与 非 晶 固 体 中 存在 三 个 具有 线性 色散 关系 的 声学 支 ( 参 见 
8$22, 8 23). 一 维 晶 体 层 状 相 液晶 处 于 中 间 位 置 ,其 中 存在 两 个 声学 支 (P. G. 
de Gennes,1969). 因为 我 们 这 里 对 这 些 波 的 阻尼 系数 不 感 兴 趣 ,只 想 确定 它们 
的 传播 速度 , 故 在 运动 方程 中 略 去 所 有 的 耗 散 项 完备 的 线性 运动 方程 组 由 五 


@ 参见 Kan E H,JIeGenes B B. RIT® ,1983 ,85:2019， 
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个 方程 组 成 :第 一 个 是 连续 性 方程 : 

rpV.v=0, (47.1) 
此 处 和 今后 ,我 们 都 去 掉 p。 的 下 标 , 并 令 p' 和 p' 为 密度 和 压强 的 可 变 部 分 . 第 二 
个 方程 是 方程 (46. 5) , 它 可 简化 为 





a (47.2) 
or 

其 中 不 含 逾 渗 项 . 第 三 个 方程 是 动力 学 方程 (46. 13): 

po =- Vp +nh. (47.3) 
同时 根据 (46.2) ,有 第 四 个 方程 : 

ee 了 ou 

P = Ap' +pC (47.4) 
在 下 的 表达 式 (46.8) 中 ,应当 舍弃 含有 高 阶 导数 的 KA’ uw 项 ,这 是 因为 这 一 项 
所 包含 的 波 矢 天 的 阶 数 太 高 ,对 于 声波 而 言 应 当 看 作 小 量 , 于 是 得 到 构成 完 
方程 组 的 第 五 个 方程 : 

LS (47.5) 


在 真实 的 层 状 相 液 晶 中 量 B 与 C 通常 比 4 要 小 ,我 们 假设 此 情况 普遍 成 
立 . 在 这 些 条 件 下 , 层 状 相 液 晶 中 的 两 个 声学 支 变 得 更 为 明显 . 

如 果 在 运动 方程 中 路 去 所 有 带 有 小 参量 B 和 5C 的 项 , 则 方程 简化 为 普通 液 
体 的 运动 方程 ,附带 状态 方程 p' = hp', 亦 即 压 缩 率 (9p'/9p'), =4. 与 这 种 情况 
相对 应 的 振动 是 普通 的 声波 , 即 介质 上 胀 缩 的 纵波 . 波 的 传播 速度 为 

让 < (47.6) 
且 在 所 取 近 似 下 此 速度 与 传播 方向 无 关 . 

我 们 将 会 看 到 ,第 二 个 声学 支 的 相 速 度 c, 比 c 小 得 多 :w/h=c, <<ci 因此 
相对 于 这 一 振动 ,可 认为 介质 是 不 可 压缩 的 (参见 5 42 第 一 个 脚注 ). 连续 性 方 
” 程 在 此 情况 下 简化 为 不 可 压缩 性 条 件 V .v=0. 我 们 略 去 方程 (47.5) 中 的 第 二 
项 ,于 是 方程 (47.3) 的 形式 成 为 


2 
pOT=-Vp + npB 7 (47.7) 


将 此 方程 的 z 分 量 对 z 求 导 并 将 v. = 9u/3i 代入 ,我 们 得 到 
086 __ op’ 96 
这 和 
其 中 6= 6u/9z. 对 方程 (47.7) 作 散 度 运算 ,利用 不 可 压缩 条 件 得 
,Bos 
Ap ” = pB a 











$47 层 状 相 液晶 中 的 声波 .209 . 








最 后 ,从 以 上 这 两 个 方程 中 消去 P ,得 到 关于 量 6 的 方程 : 


9 9096 9 
4 = (47. 8) 

















位 移 与 坐标 z 的 依赖 关系 表明 ,介质 相 邻 两 层 间 的 距离 a 是 变化 的 :64 = 
(9u/9z)a, 量 6= sx/sz 本 身 给 出 距离 a 的 相对 变化 率 . 这 样 一 来 ,方程 (47. 8 ) 
描写 横 波 (kX， w=0) 的 传播 ,其 中 层 间 距离 在 恒定 密度 情况 下 经 受 振动 . 对 于 6 
cc exp{ 记 .rr 一 iwt| 的 平面 波 , 由 式 (47.8) 我 们 得 

wh = Bh k, 
由 此 ,我 们 求 得 波 的 相 速 度 为 

c, = Dasingcos0， (47.9) 
其 中 9 为 波 矢 无 与 z 轴 间 的 夹 角 . 这 个 速度 是 各 向 异性 的 ,而 且 无 论 是 沿 z 轴 (6 
=0) 的 传播 还 是 在 xy 面 (0=mw/2) 上 的 传播 , 波 速 都 趋 于 零 . 在 接近 于 这 两 个 值 
的 角度 上 , 耗 散 效应 增 大 (参见 本 节 的 习题 2 和 习题 3). 


习 题 


1， 在 模 量 4,B,C 之 间 的 比例 任意 时 , 试 来 出 层 状 相 液 晶 中 声波 的 相 速 度 ， 
解 :将 方程 (47.3) 对 1 求 导 并 借助 式 (47.1),(47.2) 消 去 9p'/3t 与 9u/91， 
我 们 得 到 方程 

















dv 0v, 0 Ov, 
CO | Ed 


对 于 wocexp( 达 .rr -iob) 的 平面 波 , 上 面 的 方程 化 为 

-wz = Ak(k: vw) + Ckkv +n[Ck(k.v) - BH mm]. (1) 
令 波 矢 到 位 于 xz 平面 . 这 时 由 (1) 得 出 ,速度 vv 也 位 于 同一 平面 ,而 方程 的 x 分 
量 和 zz 分 量 给 出 由 以 下 两 个 方程 构成 的 方程 组 : 

v [ce - (A4+B-2C)cos0] +v,(C -A)singcos0 = 0， 

v.(C -A)singcos0 + vle -4sinb] = 0， 
其 中 c=w/h 为 波束 ,9 为 上 k 与 z 轴 间 的 夹 角 . 令 这 个 方程 组 的 行列 式 为 零 ,我 们 
得 到 色散 方程 

co -of4+(B -2C)eos2g] + (4B - C)sin pcos 0 = 0. 
这 个 ce 的 二 次 方程 的 较 大 根 和 较 小 根 分 别 确定 波 速 c; 和 cs. 特别 是 

A (0 = 7/2), 
好 +B-2C)”®” (9 = 0). 
而 在 这 些 方向 上 6c, 趋 于 零 . 
2， 在 考虑 耗 散 的 情况 下 , 试 来 第 二 声学 支 在 层 平 面 (0 = TT/ 人 2) 传 播 时 的 色 
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解 : 在 题 设 条 件 下 波 速 咱 的 方向 活 z 轴 ,而 所 有 物理 量 均 依赖 于 %. 把 方程 
(46. 13 ) 投影 到 z 轴 , 我 们 得 到 
-iwpv =— Kkiu + iko’. (2) 
借助 于 方程 (41.7) 求 得 
了 iT1i 
2 Vy. 
容易 确认 ,由 于 参量 Kip/m 很 小 (与 式 (42.7) 上 比较 ) ,方程 (2) 的 左 端 可 和 忽略， 
而 在 很 小 的 情况 下 逾 滩 效应 不 重要 ,因此 有 v=iwu. 最 终 我 们 得 到 色散 关系 : 
2K, 2 
iw = 一 一 三 ， 
713 
3. 在 垂直 于 层 平面 (9=0) 传 播 的 情况 下 , 解 上 题 所 提出 的 问题 . 
解 :在 此 情况 下 ,不 可 压缩 条 件 导致 mn=0, 于 是 层 状 相 液晶 的 运动 只 能 通过 
逾 渗 一 个 途径 发 生 . 此 时 由 式 (46.5) 和 (46. 14) ,我 们 有 





du Ou 

et 有 一 一 
或 

iw = A,pBEk’, 


在 式 (46. 14) 中 ,我 们 会 齐 了 带 温度 梯度 的 项 , 如 果 温 度 比 位 移 弛 生得 快 , 亦 即 
如 果 X%y >>ApB, 这 样 做 是 可 以 的 . 在 这 一 情况 下 ,应 当 把 已 理解 为 等 温 弹 性 
模 量 . 




















A 
昂 萨 格 原理 186 ,195 
B 
表面 张力 51 
波 
前 切 ~ 188 
瑞 利 ~ 110 
弯曲 ~ 115 
C 
层 状 相 液晶 的 格林 函数 200 
D 
单 向 压缩 15 
单 向 压缩 率 15 
F 
非 简 谐 效 应 120 
分 子 场 166 
弗 朗 克 指标 169 ,177 
G 
刚度 





@ ”这 个 索引 不 重复 目录 ,而 是 3 
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格林 张 量 
固有 振动 
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固 支 49 


耗 散 函数 
横向 声速 
滑 移 表面 
滑 移 平面 


畸变 张 量 
简 并 参量 
简 并 空间 
简单 拉 伸 
简 支 
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49 
88 





48 ,88 
71 
48 


28 ,30 


118 
116 
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154 ,181 
102 
133 
133 


126 
177 
177 
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其 补充 , 索引 包括 的 是 目录 中 未 直接 反映 出 来 的 术语 和 概念 ， 
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对 及 员 球 腔 的 振动 。 106 
接触 全 压 11 

~ 问题 31 全 压缩 率 12 

I 群 速度 。 “108 

K R 
快 剪 切 振动 190 热 导 率 张 量 152 

热力 学 流 和 热力 学 力 186 

L 柔 索 86 

螺 型 结构 194 
S 

M 色散 方程 。 107 
麦克 斯 书 弛 豫 时 间 ”162 色散 关系 107 
膜 61,118 声 的 反射 ” 103 
模 量 声速 189 

层 状 相 液晶 的 弹性 ~ 矢量 

等 温 ~ 16,168 伯 格 斯 ~ 125 

拉 伸 ( 杨 氏 ) ~ 13 位 移 ~ 1 

前 切 ~ 11 双 调 和 方程 18 ,25 

蜗 体 的 弹性 ~ 41 塑性 形变 。 9,134,137 

绝热 ~ 16,168 

全 压缩 ~ 11 了 

向 列 相 液晶 的 弹性 ( 弗 朗 克 ) ~ 弹性 

~ 平面 53 
N ~ 有 曲线 ”76 
扭转 函数 。 “68 ~ 弦 9 
扭转 振动 116 es 
Bo 弹性 不 稳定 性 。 96 
层 状 相 液晶 的 ~ 202 
四 弹性 模 量 张 量 。 36 
攀 移 134 号 
偏振 方向 107 i 
0 亲 曙 165 
平面 应 力 状态 54 位 错 
~ 的 能 量 130 
Q ~ 极 化 张 量 。 140 
i 3 ~ 矩 张 量 128 
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~ 密度 张 量 “137 
~ 通 量 密度 张 量 139 
螺 型 ~ 124 
刃 型 ~ 124 ,130 
温 导 率 152 


系数 
泊 松 ~ 14 
层 状 相 液晶 的 泊 松 ~ 199 
热膨胀 ~ 16 ,41 
拉 梅 ~ 11 
拉 伸 ~ 13 
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圆 盘 的 ~ 56 
Y 
应 力 函 数 19 ,24 ,54 
应 力 集 中 26 
和 逾 渗 196 
Z 
展 曲 165 
指向 矢 164 


层 状 相 液 晶 的 ~ 198 
向 列 相 液晶 的 ~ 164 
中 性 面 44,73 
自由 能 10 
纵向 声速 102 
组 合 频率 121 








《弹性 理论 》 是 调 道 . 栗 弗 席 效 十 卷 本 《理论 物理 学 教程 》 的 第 七 卷 , 也 是 设 
道 在 世 时 直接 参加 撰写 的 该 教程 七 卷 书 中 的 一 本 . 该 书 的 俄 文 第 一 版 (1944) 和 
第 二 版 (1953 ) 是 与 教程 第 六 卷 《流体 力学 》 合 在 一 起 以 《连续 介质 力学 》 为 书 名 
出 版 的 加 , 1965 年 出 版 的 俊文 第 三 版 正式 将 其 列 为 教程 第 七 卷 单独 出 版 . 1968 
年 调 道 逝世 后 , 桶 旨 席 兹 在 科 谢 维 奇 与 皮 塔 耶 夫 斯 基 协 助 下 ,出 版 了 本 书 的 增 
补 第 四 版 (1987) ; 栗 弗 席 兹 逝世 后 ,2003 年 由 皮 塔 耶 夫 斯 基 主持 又 出 版 了 俊文 
第 五 版 (这 个 新 版 实际 上 是 第 四 版 的 重印 版 ,没有 增加 任何 新 的 内 容 ). 随 着 版 
次 更 新 ,全 书 内 容 陆 续 有 所 增加 . 第 一 、 第 二 两 版 中 仅 含 弹性 理论 的 基本 方程 、 
杆 与 板 的 平衡 、 弹 性 波 、 固 体 的 热传导 和 条 性 四 章 , 第 三 版 新 增 了 蝇 体 中 的 位 错 
一 章 ,增补 第 四 版 又 增加 了 液晶 力学 一 章 , 再 加 上 原 有 章节 中 习题 数目 的 增加 ， 
使 得 第 四 版 的 总 篇 幅 增 为 第 一 、 二 版 篇 幅 的 一 倍 半 以 上 @. 
正如 作者 们 在 第 二 版 的 序言 所 说 ,这 本 《弹性 理论 》“ 主 要 是 写 给 物理 学 家 
的 ”, 因 此 这 本 书 除 包括 了 弹性 力学 教科 书 的 一 些 内 容 外 ,还 包括 了 诸如 固体 的 
热传导 和 黏 性 出 体 中 的 位 错 、 液 最 力 学 等 在 一 般 弹 性 理论 著作 中 不 常见 的 内 
容 , 本 书 的 这 一 特点 给 我 们 的 翻译 工作 带 来 了 如 何 规范 科学 术语 的 困难 . 鉴于 
一 些 术语 在 力学 界 和 物理 学 界 各 有 规范 ,我 们 大 体 上 遵从 了 以 下 原则 ,在 传统 
弹性 力学 的 内 容 中 出 现 的 专业 术语 按 力学 界 惯用 法 规范 ,在 传统 弹性 理论 不 涉 
及 的 儿 章 中 出 现 的 专业 术语 按 物 理学 界 惯用 法 规范 ,在 这 两 部 分 内 容 中 都 出 现 
的 专业 术语 , 则 按 物理 界 惯用 法 规范 . 除 此 而 外 ,对 一 些 特殊 的 术语 作 了 特别 处 
理 . 比如 "reopMamag "这 个 俄 文 词 , 它 既 有 英文 “deformation”( 变形 ,形变 ) 的 
伪 义 ,又 有 英文 “strain”( 应 变 ) 的 含义 .我 们 根据 它 在 原文 的 科学 食 义 分 别 采 用 
@@ ”这 本 书 的 中 文 译 本 由 茧 旭 刨 先生 译 出 分 三 册 出 版 , 含 《 弹 性 理论 》 的 一 册 为 :《 连 续 介 质 力学 》， 


第 三 册 , 人 民 教 育 出 版 社 ,1962 年 上 海 第 一 版 . 
@@ 俄 文 第 二 版 的 总 页 码 为 155 页 , 俄 文 第 五 版 增 为 259 页 . 
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了 不 同 的 中 文 译名 . 当 这 个 词 的 含义 为 黄 文 “deformation ”时 ,力学 界 常 慢 称 其 为 
“变形 ”而 物理 学 界 将 之 规范 为 “形变 ”, 因 为 这 个 词 在 两 部 分 内 容 中 都 出 现 ,我 
们 就 将 其 规范 为 “形变 ”. 还 有 一 些 专业 术语 ,如 “reMreparyporpoBomHocTP”, 物 
理学 界 现 尚 无 规范 ,有 时 将 之 译 为 “ 热 扩 散 率 .考虑 到 这 个 词 仅 与 热传导 有 关 ， 
而 与 热 扩 散 这 种 特殊 的 输 运 过 程 并 无 关系 ,为 了 避免 混淆 ,我 们 将 之 译 为 了 “ 温 
导 率 ”. 其 它 还 有 一 些 专业 术语 ,如 热 致 液晶 三 种 相 的 名 称 , 化 学 界 和 物理 学 界 
叫 法 各 有 了 千秋 ,我 们 也 根据 实际 情况 作 了 自 认 为 是 合理 的 选择 . 

本 书 根据 俄 文 第 五 版 译 出 ,翻译 时 参 腿 了 J.B. Sykes 和 W. H. Reid 译 出 的 
最 新 英 译 本 (Theory of Elasticity ,3rd edition ，Pergamon Press，1986 ) 和 先前 的 俄 
文 版 本 ,并 参考 了 彭 旭 麟 先生 1962 年 中 译本 . 据 此 修正 了 俄 文 新 版 出 现 的 一 些 
组 漏 包括 若干 处 公式 错误 . 其 中 一 个 莫名 其 妙 的 丝 漏 , 便 是 将 在 俄 文 第 三 版 和 
第 四 版 中 都 正确 绘制 的 丸 型 位 错 示意 图 (图 23) 误 改 为 一 幅 理想 晶 格 图 .我们 
注意 到 俄 文 新 版 与 英文 最 后 译本 的 一 个 显著 的 区 别 , 即 俄 文 版 全 书 共 仿 47 节 
而 英文 版 则 食 48 节 , 原 因 是 英 译 本 保留 了 俄 文 第 四 版 删 去 的 一 节 . 考虑 到 这 一 
节 的 科学 价值 ,我 们 根据 俄 文 第 三 版 和 英 译 本 译 出 了 这 一 节 作 为 第 四 章 的 附 
录 , 供 读者 参考 . 

翻译 中 我 们 按 各 自 熟 番 的 专业 做 了 分 工 ,由 武 际 可 译 前 三 章 , 刘 寄 星 译 后 
三 章 ,最 后 由 刘 寄 星 对 全 部 译 稿 做 了 校订 . 受 专业 水 平和 语言 能 力 的 限制 ,我 们 
深 知 译文 中 肯定 会 存在 各 种 问题 和 错误 , 居 切 地 希望 各 位 读者 发 现 后 能 够 及 时 
指出 ,以 便 重印 时 修改 . 

本 书 翻 译 过 程 中 , 曾 就 一 些 内 容 的 译 法 与 北京 大 学 力学 系 李 植 副 教 摄 进行 
过 讨论 ,得 到 他 的 热心 带 助 ,特此 致谢 .最 后 我 们 说 心 感谢 清华 大 学 机 械 系 张 人 
售 教授 对 第 四 章 的 认真 审 阔 ,上 海 交通 大 学 材料 学 院 沈 耀 教授 对 位 错 理 论 方面 
的 术语 的 翻译 建议 ,也 感谢 高 等 教育 出 版 社 王 超编 辑 对 译 稿 的 耐心 和 认真 
编辑 . 


























刘 寄 星 、 武 际 可 
2011 年 3 月 于 北京 








@ 这 一 节 是 根据 苏联 力学 家 巴 伦 布 拉 特 (TI. H. Bapen6narr ,1959 ) 发 表 的 一 篇 著名 论文 “On equilib- 
rium cracks formed in brittle fracture. The stability of isolated cracks. Connection with energetic theories” (J. 
App. Math. Mech. (PMM) ,1959 ,23 :1273 ) 挡 写 的 脆 体 的 裂缝 平衡 理论 ,T. H. Bapen6narr 是 断裂 力学 中 有 
名 的 Dugdale-Barenblatt 模型 的 提出 者 . 











郑重 声明 

高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享 有 专 有 出 版 权 。 任何 未 经 许可 的 复 
制 、 销 售 行为 均 违反 《中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》， 其 行为 人 将 承担 
相应 的 民事 责任 和 行政 责任 ; 构成 犯罪 的 ， 将 被 依法 追究 刑事 责任 。 
为 了 维护 市 场 秩序 ,保护 读者 的 合法 权益 ， 避 免 读者 误 用 盗版 书 造成 
不 良 后 果 ，, 我 社 将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 
个 人 进行 严厉 打击 。 社会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵 权 行 为 ,希望 及 时 举 
报 , 本 社 将 奖励 举报 有 功 人 员 。 
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